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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS HYPERELLIP- 
TIQUES DE PREMIER ORDRE. Par Marrın Krause. 


Page 177 1. 9, 10, au lieu de: 


m^ + 32° et chaque nombre représenté deux fois par lune des formes le 
sera aussi par l'autre 


lire: 


m^ + 3°, de telle sorte que chaque nombre représenté par la seconde 


forme le sera d'une double maniére par la premiére. 


SUR LES SURFACES DU TROISIÈME ORDRE. Par C. Le Parce. 
Page 192 l. 8 en remontant, au lieu de: 
trois de ses sommets parcourent 
lire: 


les trois arétes de cette face s'appuient sur 
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ÜBER DIE EINER BELIEBIGEN DIFFERENTIALGLEICHUNG 
ERSTER ORDNUNG ANGEHÖRIGEN 


SELBSTANDIGEN TRANSCENDENTEN 


VON 


LEO KOENIGSBERGER 
in WIEN. 


Einer homogenen linearen Differentialgleichung m” Ordnung gehören 
bekanntlich höchstens m algebraisch von einander unabhängige Transcen- 
denten als Integrale an, indem jedes Integral sich als homogene lineare 
Function von m Fundamentalintegralen ausdrücken lässt; ähnliches gilt 
für jede lineare nicht homogene Differentialgleichung beliebiger Ordnung, 
und ich habe diese Frage, welche identisch ist mit der Untersuchung des 
algebraischen Zusammenhanges zwischen dem allgemeinen und einer be- 
stimmten Anzahl von particulären Integralen, wenigstens für diejenigen 
Fälle, in welchen in jenen algebraischen Zusammenhang für Differential- 
gleiehungen erster Ordnung nur ı, 2 oder 3 particuläre Integrale ein- 
treten, schon früher behandelt ('). Ich lege mir nunmehr das Problem 
ganz allgemein vor, sämmtliche Differentialgleichungen 


dz 
(1) F (^ 2, as] —10 


anzugeben, für welche sich alle Integrale durch n selbständige nicht algebraisch 
mit einander verbundene Transcendenten und durch nicht weniger algebraisch 
ausdrücken lassen oder anders ausgesprochen, welche nur n algebraisch von 
' einander unabhängige transcendente Integrale besitzen, oder endlich auch, da 
in das allgemeine Integral eine willkührliche Constante eintreten muss, alle 


(*) »Über den Zusammenhang zwischen dem allgemeinen und den partieulären Inte- 
gralen von Differentialgleichungen», Journal f. Math. B. 91, H. 4, und in meinem Buche 
»Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der Differentialgleichungen», § 9. 
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Differentialgleichungen (1) zu charakterisiren, für welche das allgemeine Inte- 
gral z eine algebraische Function von n algebraisch von einander unabhängigen 
transcendenten Integralen 2, z,,...2, der unabhängigen Variabeln x und 


b 5) 


einer willkührlichen Constanten 
(2) HE CM ee) 


ist, wobei angenommen werden darf, dass n die kleinste Anzahl der von 
einander unabhängigen transcendenten Integrale ist, für welche diese Dar- 
stellung möglich ist. 2 2 

Setzen wir die Gleichung (1) in die Form 


dz 
(3) da — e (a, 2), 





xe. GE e : - 
wodurch ein in ae irreductibler Factor von (1) dargestellt sein mag, so 
ea 


ergiebt sich vermóge der für diesen Factor geltenden Voraussetzung (2) 
of of 9 of 

(4) e (e, fe, 2, 2,5. Any c)) = ae > (x, 2,) Ar a ez, 2,) 200 2 3k 3, 9 Zn); 

ea ez, ez, Zn 

und da wir angenommen haben, dass zwischen x, z,, 2,,... 2, nicht schon 

selbst ein algebraischer Zusammenhang stattfinden soll, so wird diese 

Gleichung eine in z, 2, 2,,...2,, c identische sein müssen, worin die 

einzelnen ¢-Functionen Zweige der algebraisch vieldeutigen Function e(r, 2) 

darstellen werden.  Differentiirt man die Gleichung (4) nach einer der 


Variabeln z, und der willkührlichen Constanten c, was wegen ihrer Iden- 


p 


tität für alle Werthe dieser Variabeln gestattet ist, so erhält man die 
5 , 























Beziehungen 
(5) dore Re rc) CIAO Ce gee) 
5) Of (€, 215. 128516) 92, 
Od e Of 8g(v, 2) 
= 82, + 92,02, e (a , 2) ar aud mr O2, ez, pi , Zn) z, IE 

und 
(6) ele, f(x, mss, 0) FR, maus ©) 

ef (v, Sim una; C) de 

sro y 

Ee 4 3; 2; g(r, %) +. ET et, Zn), 
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: Sof (qu ai Zn C 
und durch Elimination von gc Ie, 4 ny 0) 


fe, 4, «kn, c) 


zwischen diesen beiden 
































Gleichungen 
OU RESET of ef af ayy 
(7) 3i 9292 2. 3 TE + g(x, 2) = mE > x E = A 
ce cc, «p CHOC OC 02,92, Oz, Oz dc 
of of Of OF) Of Ff do(x, 2,) 
ale IE Seas: Tor) =; PE 2 =O 
9e zn Chg Cancc 9c OZ, O2, 
oder auch 
of of 
= n BCS 
S eee | 8; | 
8 QW. Z, Toce eee ILS loo | 22 
(8) oz, "E om 8 af ar x (æ, ay, oO TE 
de 1 à 








welehe Gleichung wiederum für alle Werthe der Variabeln identisch erfüllt 
oO 


sein muss. Setzen wir c(r, z,) = Z,, fassen Z, nur als Function von z, 


auf und setzen die Gleichung (8) in die Form 




















oh 2 gr 
tyr : pale 
AZ, E ez | 2 9z | (p) E Oz | 
p 7 en *p / #p 
nee ne) AE D EN en a 
(9) dz, ER 5 9f | Su | ef | » e( ; 1) CPR 5 of | 
de oc : de 
worin das der Summe angefügte (5) bedeuten soll, dass y — auszu- 


schliessen ist, so giebt die Integration der in Z, und z, linearen Differen- 


tialgleichung erster Ordnung 

















DE FTIR al TC uw TI Cig 
de de oz, 9 ez oz (p) 9 ez | 
TEN pA ep i p “0 f | - Mh. - BEA, Alp £ 
Mor 4 Lr af 8f dx log sz [ t oF E AH) 0e of ep 
9g, mV Li ac} dc ! de 








worin L eine im allgemeinen von z, 4, 2,,...z, (2, ausgeschlossen) und 


c abhängige Function sein wird, oder 

















of of ^a of of » of 
96 8e 9 |, 96 NN 2 8s, 

(1 1) g(a, Zp) =L ci = of om of dz, Sar 2: e (v, Zu) = |z | dz, , 
a EE CE E 
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in welchem Ausdrucke für e(x, z) auf der rechten Seite die Werthe 
c völlig willkührlich gewählt werden können, (') 


2 
x 


pes. Bean seen 


oder auch symmetrischer geschrieben: 


(!) Es mag nur noch bemerkt werden, dass die willkührliche Wahl dieser Grössen so 
zu verstehen ist, dass ihnen allgemeine, völlig von einander unabhängige Werthe beigelegt 
werden können, dass jedoch die Festsetzung gewisser Beziehungen zwischen ihnen zu un- 
endlichen oder unbestimmten Ausdrücken führen kann, welche erst wieder durch eine be- 
stimmte Wahl von L beseitigt werden könnten: wir wollen dies’an einem Beispiel erläutern. 


Für die Differentialgleichung erster Ordnung 


dz A 
ur o(2)2° + A(x)ze + x(x), 

at : 

in welcher ow(a), A(x), z(x) beliebige algebraische Functionen von = bedeuten, findet 
zwischen dem allgemeinen und 3 ihrer partieulären Integrale (s. meine »allg. Untersuchun- 


gen aus der Theorie der Diff-gleichungen», S. 99) die Beziehung statt 





d 


) 


652, (2, =< E.) 2E 02,(2, => 2) 
Cs (2, Y 23) 3E cz, = 2i) 


und da in diesem Falle für die oben gewählten Bezeichnungen sich für o = I 


ij 


9 
Spots (Cm Er) 
E 


LÀ (e, "ad c)(z, cy 2,) 








ergiebt, so geht die Gleichung (I1) in 


: RUE 
"E 1 o(e, 2) — oe, 2,) 
(e, — ez, — 2,) que v. Hs x rut Ans 


(2, — 2), —2) 2, —2 





über, also in der That in einen Ausdruck von der Form w(«)z* + l(w)z + z(x); setzt 
man aber z. B. 2, =z,, so würden die einzelnen Posten unendlich werden, und bringt man 
die letzte Gleichung in die Form 
2, —2,)(2, — 2 
(2, —2,)9(&, 2,) + («, — 2), 2,) + (&, — 2)e(e, 2) = LEICA UN ; 1) 
‘8 1 
so folet in der That, wenn (x, 2) = w(x)2* + A(x)2 + x(®) eingesetzt wird, wie un- 
mittelbar zu sehen 
L = (c, —c,)o(æ)(z, — 2,), 


so dass die dureh Gleichsetzen von z, und z, hervorgebrachte Unendlichkeit aus dem Aus- 
drucke für g(x, z,) wieder herausfällt. 
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> of E 

V TT NES dul rs. 
» F6 Zn) my E di emm bo IE ef dz, , 

r t dc cU de 


worin o irgend eine der Zahlen r...» sein darf. 

Wir kónnen an diese für die rechte Seite der Differentialgleichung (3) 
gefundene Form schon einige allgemeine Schlüsse knüpfen. Da unter der 
Annahme, dass nicht schon zwischen z, z,,.2,,... z, ein algebraischer Zu- 
sammenhang stattfinde, die Gleichung (4) für alle Werthe von a, 2,,2,,...2,, 
c identisch- befriedigt sein musste, so wird sie also auch bestehen, wenn 
‚man für z, 2,...2, willkührliche andere Integrale Z,, Z,,...Z, der 
Differentialgleichung (3) einsetzt, und somit 


Oo Hd M IUE E 











P — - D v, Zu 
ab 87, QV n) 
sein; da aber 
(13) Be 
n(a p) = 5 
3 Viper da 


ist, so ergiebt sich 


Zn, 6) d 
Zr de 








Ae ig se NO) Or Zen Zn CO, 9f(v, Z, 
(14) i Qu dite oZ da ATEN , 


oder 


df (x, Zia lee) 


de 





(15) 


woraus folgt, dass wiederum 
(16) Bj Bons FN) 


ein Integral der Differentialgleichung (3) ist, und zwar wird es das all- 
gemeine Integral derselben sein, wenn durch Einsetzen der Integrale 


a 
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Z,,---4, in f(a, 2,,...2,, €) statt der Grössen 2,,... 2, die willkührliche 
Constante c nicht herausfallt(". Wir erhalten somit den folgenden Satz, 
welcher als ein specieller Fall des von mir bewiesenen Satzes (s. allg. Unter- 
suchungen etc. Kapitel II) von der Erhaltung der algebraischen Beziehung 


(*) Es mögen hier noch einige Bemerkungen zu dem eben bewiesenen Satze Platz 
finden, die theils zum allgemeinen Verständnisse desselben nöthig sind, theils noch zum 
Zwecke anderer Betrachtungen im Laufe dieser Arbeit verwerthet werden. Da man in 
der Beziehung 


(a) a= f(x, 2,, 2,,... Rn, C) 


für 2, irgend ein anderes Integral setzen darf, wenn nur für z ein anderes passendes In- 
tegral substituirt wird, so kann man auch z, = z, annehmen; da man jedoch vorausgesetzt 
hat, dass das allgemeine Integral sich nicht schon durch x und n — I partieulüre Integrale 
algebraisch ausdrücken lassen soll, andererseits aber z doch wieder nach dem bewiesenen 
Satze ein Integral der Differentialgleichung bleibt, so folgt, dass, wenn man in dem Aus- 
drucke (a) zwei Integrale der rechten Seite einander gleich setzt, die Constante ¢ von 
selbst herausfallen muss, und die Beziehung (4) eine identische sein wird, und dies ist eine 
charakteristische Eigenschaft jener algebraischen Relation; so wird die für die Differential- 


gleichung 
dz à 
— = o(x)z° + A(x)4 + x(x) 
da 2 
geltende Beziehung 
C2, (2, =f) ar ca, (2, mt) 


C,(2, a Z4) ar c(z, — Eh) 





weil z sich nicht schon durch c, z, und z, algebraisch ausdrücken lässt, für die Substitu- 
tion z, —z, in z — 4%, übergehen, also in eines der partieulären Integrale. Eine weitere 
Bemerkung, die ebenso wie die frühere, vorzüglich im Hirblicke auf die analogen Unter- 
suchungen für Differentialgleichungen höherer Ordnung gemacht werden mag, bezieht sich 
auf den Fall, dass die Differentialgleichung algebraische Integrale besitzt; man sieht sogleich, 
dass, wenn man in (4) dem c denjenigen Werth giebt, welcher das allgemeine Integral z 
in das partieuläre algebraische Integral überführt, sich schon zwischen 2,, 2,,...2, und @ 
eine algebraische Beziehung der Voraussetzung widerstreitend ergeben würde, es muss der 
entsprechende Werth von c in diesem Falle also stets derart sein, dass die entstehende 
Relation an sich eine identisch wird. So liefert nach S. 82 meines Buches die Differen- 
tialgleichung 
dz 


— = Az? + Bz + C, 


ae 


worin A, DB, C algebraische Functionen von ® bedeuten, für den Fall, dass dieselbe zwei 


"^t ce 
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zwischen Integralen von Differentialgleichungen betrachtet werden kann, 
aber, wie man durch Vergleichung mit dem allgemeinen Theoreme sieht, 
für Differentialgleichungen erster Ordnung eine völlige Willkühr aller 
Integrale bis auf eines gestattet: 

Findet zwischen dem allgemeinen Integrale einer Differentialgleichung 
erster Ordnung und n algebraisch von einander unabhängigen particulären 
Integralen derselben, der unabhängigen Variabeln und einer willkührlichen 
Constanten eine algebraische Beziehung statt, so darf man n der Integrale 


partieuläre algebraische Integrale & und 5, besitzt, die folgende Beziehung zwischen dem 
allgemeinen z und einem partieulären Integrale 2, 
I EN 


; T SS 
(8) GE Frech) 





und setzt man hierin z= €,, so folgt unmittelbar 


c& (2, — & ) = e&(a, — &) 


d.h. ¢ — O, und für diesen Werth der Constanten füllt z, ganz aus der Beziehung heraus. 

Andererseits ist klar, dass, wenn man in (a) irgend eines der Integrale z,, z,,... 2; 
durch ein algebraisches Integral der Differentialgleichung ersetzt, die Constante c von selbst 
herausfallen muss, weil sonst das allgemeine Integral wieder algebraisch dureh nur n — I 
Integrale ausdrückbar sein würde; so wird, wenn in (2) z, — 5$, gesetzt wird, z = €,, also 
wieder eines jener particulären algebraischen Integrale. Es mag noch hinzugefügt werden, 


dass sich die Relation (9), wie man unmittelbar sieht, in die Form setzen lässt 











j Cergy REES 
(7) ee a 
53 TEN 
woraus folgt, dass, wenn 
eS ei 
(2) el. aes 
ir 20 es 
gesetzt wird, die Beziehung in 
c 
(s) Z = Ze 
C 


mithin in einen von c freien Zusammenhang übergeht, in welchem das allgemeine und ein 
particuläres Integral der durch die Substitution (8) hervorgehenden Differentialgleichung 


erster Ordnung 


dZ 
de = AG — &)4 


gtehen. 
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durch willkührliche andere, die aber mit den früheren zum Theil überein- 
stimmen können, ersetzen, immer wird ein (n + 1)'" Integral der Differen- 
tialgleichung existiren, welches mit den n neu gewählten wieder denselben 


Functionalausdruck befriedigt. 
Setzt man nunmehr in (2) 2=2,, so wird nur eines der Integrale 


der rechten Seite z. B. z, durch ein anderes zu ersetzen sein, und da 
jedes andere wiederum nach (2) die Form hat 
quta e mer dp 
worin % irgend einen constanten, hier einen im Allgemeinen von c ab- 
hängigen Werth haben wird, so wird die Gleichung 
(17) gia Zensen a MO) 
die Deziehung 
(18) * E —Jf5 FRANS her) ES wen c} 


hervorrufen (), welche, da z,, 2,,...2, nicht schon selbst in einem alge- 
braischen Zusammenhange stehen sollten, eine identische sein muss. 


(‘) So wird, wenn in der in der vorigen Anmerkung gegebenen Beziehung 


ng Cs (2, — A) ar c(z, — 2) 


2 dureh z, ersetzt wird, wie unmittelbar zu sehen, 


i Cafés 83)! k(z, ue 2) 


C42, (% = 23) ar ke, (2, = 2) 





m 
| 


zu substituiren sein, worin 
ce, 


C — C, 


ist. Es mag hier noch folgende Eigenschaft einer algebraischen Beziehung zwischen dem 
allgemeinen und einer Anzahl von partieulären Integralen Erwähnung finden. Sei die alge- 


braische Beziehung wieder 





(a) gie fines as ede) 
oder 
P 1 A—1 ^ 
(A) a + fe, S, Bey. dns CR +--+ HR, 5,5... 25, €) =O, 


worin f,, f,,... f» rationale Funetionen der in ihnen enthaltenen Grössen sein mögen, und 





Über die einer Differentialgleichung angehörigen selbständigen Transcendenten. 9 
Untersuchen wir nun zuerst den Fall, in welchem f(x, z, , z,,...2,, €) 


eine ganze Function der Grössen z,, 2,,...2, darstellt, und denken uns 


dieselbe nach Potenzen von z, in der Form geordnet 
(19) he, ay Eas Ens c) 


1 
— ugue secca cea vfu accede cd," SE Tinh, cete eris OL 





die in dem Sinne als irreduetibel aufgefasst werden mag, dass sie sich nicht in Faetoren zer- 
legen lüsst, deren Coefficienten rational aus v, 2,, Z,,...2, zusammengesetzt sind, ohne 
Rücksicht auf etwa eintretende Constanten. Vertauscht man in (4) zwei der Integrale der 
rechten Seite mit einander z. D: z, und z,, so wissen wir nach dem allgemeinen Satze 
von der Erhaltung der algebraischen Beziehung, dass, indem nur 2, statt 2, und z, statt z, 
gesetzt ist, nothwendig z wieder ein Integral, und da ¢ im Allgemeinen nicht herausfällt, 


das allgemeine Integral der Differentialgleichung bleiben wird; setzen wir 


(p NE o BRE IE eR De ©) 


so wird auch Z nach (4) in der Form darstellbar sein müssen 


@) | B= fle, 2, 4,5... B) 


worin / eine Function von c sein wird. Nach (/£ wird nun Z durch die irreductible 
Gleichung definirt sein 


À zc 
Ji Lua Re CAs mn Eos az aerae etse ey lo) s) 


und wird mit der nach (4) und (7) bestehenden Gleichung 


À Dr 
Der 20. pacity VA See Tem Ee nee A) 
eine Lósung gemein haben, also mit ihr identisch sein, und es wird somit für die ratio- 
nalen Coefficienten der Gleichung (2) die Beziehung bestehen 


(s) a2, lea gO) Ce seien) 


und eine Vertauschung der Grössen 2,, 2,,...2, daher keine Veränderung der rationalen 
Funetionen hervorbringen, wenn nur statt c eine passende Constante Ä gesetzt wird; so 


wird die oben behandelte Relation 


„—_ 60 — £,) + ez,(z, — 2,) 
e, — 4) + a — 2) * 








€ 
die selbst schon rational ist, wenn z, mit z, vertauscht und c dureh k = — ersetzt wird, 
A 


unveründert bleiben. 
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so dass sich also 
(20) JACO Te Cir lores lo) 
= fm, 8... A), EA musst, Ba Lee nei 
ergiebt, so folgt aus (18), (19) und (20) 
(21) 8, = 
VEL CARET e CI MID Lf (a, 2, ti Hay Se + Jule, Soc Sale: ee SiG, Sax ene D 2 
EA, 9:20 OU au Bay De ee 
s sts; o une), 


N. 


und hieraus, da die Gleichung eine für alle z,, 4,,...2, identische sein 


soll, wenn p 1, 
IKE, ana dC S ORC 0 


da nun aber keiner der beiden Factoren verschwinden kann, weil 4 ebenso 
wie €, indem es eine von dieser Grösse abhängige Constante bedeutet, 
völlig willkührlich ist, so wird a = r,(" und also z eine ganze lineare 
Function von z, sein müssen, und da dasselbe auch von den anderen 
Grössen z,, z,,...2, gilt, so wird z eine ganze lineare Function der x 
Grossen z,, 2,,...2, sein, die wir, ohne die Allgemeinheit des Resultats 
zu beeinträchtigen, nur der Kurze der Rechnung halber in der einfach- 


sten Form voraussetzen wollen 


(22) 2=m, + ma M2125 Hm aa Sr Tomas 
dp E ama © 10860: + Mont 
LEA S guJb OME CEE 





+ Mn—12n—ı + Mn—inn—12n 
+ oma, 
Cede e ED 
worin die Grössen m von x und c algebraisch abhängen. 
Nachdem für diesen Fall die Gestalt der Function f der Gleichung 
(2) gefunden, wird wegen 





of 2, 5 
€ em em em em 
[] 1 12 im 
à Ser pe es Tr E NA Dan Pin 
ec cc ec 
+ PRES ET EL ON TE e CH ID 
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der Gleichung (11) gemäss für p = 1 
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worin der logarithmische Posten nur seiner Form nach bezeichnet ist; 
daraus ergiebt sich 
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und ebenso, weil 
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Setzt man diese Ausdrücke in (11) ein, so folgt, wenn man beachtet, 
dass c(r, 2,) eine algebraische Function von x und 2, 
garithmischen Glieder aus dem Endausdrucke also herausfallen müssen, 
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..2, und c algebraisch abhängt. Setzt man nun, 
da die linke Seite der Gleichung nur von # und 2 


worin L von Vy Byy Fey. 


, abhängt, 2,, 2,,... 8, 


gleich beliebigen Constanten, so folgt, dass für willkührliche 2, die Func- 
tion e(x, z,) eine lineare ganze Function von z, bedeutet, und dass daher 
in diesem Falle die Differentialgleichung (3) die Form annimmt 
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für welche bekanntlich die gesuchte Relation zwischen dem allgemeinen 
und particulären Integralen für willkührliche Functionen ç,(x) und ç,(x) 
lautet (s. S. 9o der »allg. Untersuchungen») 





Wir erhalten somit den Satz: 

Die einzige Klasse von  Differentialgleichungen erster Ordnung, für 
welche das allgemeine Integral eine ganze Function irgend einer Anzahl par- 
ticulärer Integrale sein soll, deren Coefficienten von der willkührlichen Con- 
stanten und der unabhängigen | Variabeln algebraisch abhängen, ist die der 
linearen. à 

Gehen wir jetzt zu dem allgemeineren Falle über, in dem sich z als 
rationale Function von z,, 2,,...2, ausdrücken lässt, deren Coefficienten 
algebraisch von x und c abhängen, so wird wiederum aus der Gleichung 


(18) unter der Voraussetzung, dass 
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ist, aus den auf S. 77 meiner »allg. Untersuchungen» angegebenen Gründen 

sich y — » — 1 ergeben, und da dies für alle Variabeln z,, 2,,...2, gilt, 

so erhält man die nothwendige Form einer solchen rationalen Beziehung 

als eine in allen particulären Integralen linear gebrochene Function 
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oder kürzer geschrieben 
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braische Funetionen von x und c sind. Da nun aus (23) folgt, dass 
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ist, worin a und D als Lösungen des obigen Nenners algebraische Func- 


tionen von 2,,...2,, © und c sind,(") so erhält man 
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also wieder wie oben als eine ganze Function zweiten Grades in 2, ergiebt. 
1 
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und hieraus nach (11), wenn man wiederum aus den angegebenen Grün- 
den die logarithmischen Glieder fortlässt 
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also eine ganze Function zweiten Grades in der willkührlichen Grösse z, , 
und es wird daher in diesem Falle die Differentialgleichung die Form 


annehmen 


d 
(24) = e, (x)2^ + 2,(@)2 + ¢,(2), 


worin ¢,(x), e,(r) ¢,(#) algebraische Functionen von x bedeuten; um- 
gekehrt wissen wir aber auch nach S. 99 meines Buches, dass für alle 
Differentialgleichungen der Form (24) unabhängig von der Beschaffenheit 
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der Coefficienten eine lineargebrochene Beziehung statt hat, und wir er- 
halten somit den Satz: e 

Die einzige Klasse von Differentialgleichungen erster Ordnung, für welche 
das allgemeine Integral eine rationale gebrochene Function irgend einer An- 
zahl particulärer Integrale sein soll, deren Coefficienten von der willkühr- 
lichen Constanten und der unabhängigen Variabeln algebraisch abhängen, ist 
die durch die Gleichung 


dz 


ET E e, (x) 2? + e, (a) z + e) 


dargestellte, und für alle diese besteht zwischen dem allgemeinen und drei 
particuldren Integralen die Beziehung 
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(!) Es ist wohl nicht überflüssig zu bemerken, dass, wenn auch für die der Differen- 
tialgleichung 
dz 


(a) TE = e, (%)2" + p,(æ)z + e, (x) 


zugehörigen 4 Integrale z, z,, z,, %, die durch die Gleichung (25) ausgedrückte Beziehung 
besteht, welche von dem explieiten c frei ist, doch unter gewissen Umständen das allge- 
meine Integral schon durch zwei partieulire Integrale in rationaler Form darstellbar sein 
kann, in welche jedoch die unabhängige Variable # explieite eintritt; denn bekanntlich 


geht die obige Differentialgleichung durch die Substitution 
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in die homogene lineare Differentialgleichung 
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ist, und es drückt sich das allgemeine Integral von (4) mit Hülfe zweier particulürer Inte- 
grale z,, z, eben dieser Differentialgleichung und den beiden diesen entsprechenden partieu- 


lären Integralen ,, ?, der Differentialgleichung (7) in der Form aus 


nt U2, + cuz. 


u, + cu, 
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Die Untersuchung wäre somit für alle diejenigen Fälle abeeschlossen, 
in denen das allgemeine Integral sich als rationale Function irgend einer 
Anzahl von partieulären Integralen ausdrücken lässt, deren Coefficienten 
algebraisch aus # und der willkührlichen Constanten zusammengesetzt 
sind; dass es aber noch ausserdem Differentialeleichungen erster Ordnung 
giebt, für welche das allgemeine Integral algebraisch, wenn auch nicht 
rational, aus einer Anzahl von particulären Integralen, der unabhängigen 


worin ¢ eine willkührliche Constante bedeutet. Wenn nun z. B. der Quotient der beiden 
Integrale ?,, 4t, eine algebraische Function, also à 
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e(x) o,(x) 
ist, so wird (s) in eine Beziehung der oben angegebenen Form übergehen 
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und zu dieser Form mag noch die folgende ergänzende Bemerkung hinzugefügt werden. 
Ich habe nämlich im S 9 meines Buches gezeigt, dass, wenn zwischen zwei Fundamental- 
integralen einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung und der unab- 
hüngigen Variabeln x irgend eine algebraische Beziehung stattfindet, dann auch zwei parti- 
euläre Fundamentalintegrale existiren, welehe homogenen linearen algebraischen Differential- 
gleichungen erster Ordnung genügen, also die Form haben müssen 


U, — eJ Arar ; U, =. e f 2 SS 


worin 2,(@) und 2,(x) algebraisehe Funetionen bedeuten; dann werden aber nach (f) die 
entsprechenden particulären Integrale der Differentialgleichung (4) 
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algebraische Functionen von # sein, und nach dem S. 82 meines Buches bewiesenen Satze 
drückt sich dann das allgemeine Integral schon mit Hülfe eines partieulären in algebra- 
ischer Weise in der Form aus 
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Variabeln und einer willkührlichen Constanten zusammengesetzt ist, geht 
schon daraus hervor, dass eine willkührliche algebraische Substitution 


(26) z= F(x, 2) 


auf die Differentialgleichung (24) ausgeübt dieselbe in eine andere al- 
gebraische Differentialgleichung erster Ordnung 


(27) “= D(x, 2) 


eaa 


überführt, für welche die algebraische Beziehung zwischen dem allgemei- 
nen und drei partieulären Integralen erhalten wird, wenn man den 
Ausdruck (26) für z=, 2, 2, 2, mit den entsprechenden Werthen 
Z — A, Z,, Z,, 7, in die oben gefundene rationale lineare Relation (25) 
einsetzt. 

Man könnte nun zur Untersuchung der Möglichkeit einer beliebigen 
aleebraischen Beziehung zwischen dem allgemeinen und » particulären 


Integralen wiederum von der Relation 
2 — SACO Oa De Che c] 

ausgehen und, wie es eben für rationale Functionen geschehen, hier für 
algebraische Functionen nachweisen, dass dies nur für solche algebraische 
Funetionen móglich ist, welche aus einer rationalen, also nach dem bisher 
bewiesenen aus einer rationalen linearen durch eine algebraische Substi- 
tution von der Form (26) abgeleitet sind, und für diesen Nachweis wäre 
es, wie schon aus den Betrachtungen über rationale Beziehungen ersichtlich 
ist, gleichgültig, ob x in die fFunction explicite eintritt oder nicht. 
Ich ziehe es aber vor, mich hier einer anderen Methode zu bedienen, 
um die Anwendung der Prarr'schen Differentialgleichung auf derartige 
Probleme zu zeigen und die Untersuchung der Integrabilitätsbedingungen 
einmal an einer grösseren Klasse solcher Differentialgleichungen durch- 
zuführen. Es wird nach dem obigen genügen, hier den Fall zu erörtern, 
in welchem die unabhängige Variable in jene algebraische Relation nicht 
explicite eintritt, die Function f in (2) also x nicht enthält; da dann in 


der Gleichung (11) 


| @ 


dim 
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ist, so wird, wenn wir 2,, z,,...Z, (z, ausgeschlossen) willkührlichen Con- 
stanten gleichgesetzt denken, die Function e(r, z) die Form annehmen 


(28) pe, 25) = ee + + Gale) PnlZp) 


und die nothwendige Form aller Differentialgleichungen, für welche das all- 
gemeine Integral eine algebraische Function von n algebraisch von einander 
unabhängigen Integralen und der willkührlichen Constanten ist, in welche die 
unabhängige Variable nicht eintritt, ist somit 


dz 


(29) de = g, (x) d. (2) + €, (x) (2) HET On (@) dn (2), 


worin die rechts stehenden Functionen sämmtlich algebraisch sind. 

Wir gehen nun auf eine genauere Untersuchung der Differential- 
gleichungen von der Form (29) ein, für welche zwischen dem allgemeinen 
und » particulären Integralen eine Beziehung 


(29.2) = ON ACER 0) 


existirt, in welcher die Variable x explicite nicht vorkommt.  Beachtet 
man, dass für 2, z,,...z, die Gleichungen bestehen 
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aus denen sich die Differentialgleichung zusammensetzt 


dz dz, da, dz, 
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so. kann man (30) als eine dieser Differentialgleichung genügende Bezie- 
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hung betrachten, für welche nur zu untersuchen ist, in wie weit die 
Variabeln z,, z,,...z, als von einander unabhängig zu betrachten sind. 


n 


Bildet man aus (30) das Totaldifferential 


af ^£ ^r 
22 ‘Pls oh 1 = ls RE: 
(32) dz = — da, +2 ds + --- u— dm, 
SAT Ze Can 


und setzt aus (30) und (32) die Ausdrücke für z und dz in die Differen- 
tialgleichung (31) ein, so ergiebt sich ein Ausdruck von der Form 


(33) P de, + Pda, +--- + Pride = 0, 
m welchem. WP, ano 


n 


algebraische Functionen von 2,, 2,,...2 
deuten. Wäre z ein Integral von den » unabhängigen Variabeln z,, 2,,...2 
so müssten 


(34) JUNE XO MESE = 


identisch befriedigt sein und umgekehrt; wir wollen beweisen, dass dies in 
der That im Allgemeinen der Fall ist. Denn seien die Grössen P alle 
oder zum Theil von Null verschieden, so wird die Gleichung (33) vermöge 
der Beziehungen (29.2) die Gestalt annehmen 


(35). Ple@ds@)+ tod + Plo du) ++ Be n 
» Ir Pe.) b (zn) ELS deci ta Ar ew) dns) = ©, 


und diese Gleichung wird vermóge der Annahine, dass zwischen 2,, 2,,...2, 
und x eine algebraische Beziehung nicht stattfinden sollte, eine für alle 
Werthe dieser Variabeln identische sein müssen. Differentiirt man nun 
dieselbe » — ı mal nach einander nach x, so erhält man » lineare 
RUE 
nicht sämmtliche P Null sind, verschwinden müsste; es wäre somit 


Gleichungen in den Grössen P deren Determinante, wenn 
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oder 
e.) e.) Eo 210) | $,(2,) $.(2,) pe dz) 
p (x) DIN (x) SC D (a) h e NC h(a.) 
(36) En Pa 9 nl À G3) — du) [CA ET 


ete) ero). ere) | se) 662-- ales) 


so dass also für den Fall, dass nieht sämmtliche P verschwinden, die 
eine oder die andere dieser beiden Determinanten verschwinden müsste. 
Sei zuerst 

e, (x) e.) 6 co er) 

e. (x) g(x) p ex) 


oer (x) ea) - - - go %@) | 


so folgt nach einem bekannten Satze,(') dass zwischen ¢, (x), e, (2),... e, (v) 





() der von Herrn’ FROBENIUS herrührt und im Journal für Mathematik B. 77 be- 
wiesen ist. Es mag hier bemerkt werden, dass man diesen Satz auch auf einem anderen, 
unmittelbar ersichtlichen Wege herleiten kann; es ist nämlich leicht einzusehen, dass man 
beliebige x Funetionen von x 


vx), eG): - - ex) 


stets als particuläre Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung n° Ordnung 
darstellen kann, da, wenn man 


(a) yzie, 9, @) Ar Co e. (x) ar POP SE EnEn(®) 


setzt, worin ¢,, €,,...€„ willkührliche Constanten sein sollen, und diese Gleichung (a) 


> Hy) 
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eine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten von der 
Form 


(38) a, 9,(#) + a,¢,(@) + +++ + aug, (v) = o 


besteht; setzt man den sich aus dieser Beziehung ergebenden Werth von 
c,(r) in die Differentialgleichung (29) ein, so geht diese in | 


dz 
a - fi eg — a, du (a)) + 22 Pose) — a,d.(2)] + - 


x EIS e Yr 7), lasds— 1(2) UE 1n (2) } 


55 Ce. Cn aus den n+ 1 Gleichungen (a) 
‘= Ordnung herleitet 


erhült, dureh Elimination der Gróssen I, c 
und () die lineare homogene Differentialgleichung n 


y Pile) , «Qe e) 
y — v)  v.Q)-- e) 
(p Seu cto eus, ros CORE CT E oh 
y^ er) gla). go) | 
y^ A Cerco ee eto 
welehe offenbar jedes y zum Integral haben wird, welches aus (4) durch willkührliche 


C2... Cn hervorgeht, also auch die Integrale e,(2), e,(2), - .. @n(æ); 
da nun aber der Coefficient von y!" 


Wahl der Grössen ec, , 


¢,(#) €.) J'Y e. x) 
P1@) p,@) v.) 


ER) et^) gt (o) 


vermöge der Gleichung (37) verschwindet, so werden die Functionen ¢,(”), ¢,(#),. . . @,(æ) 
Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung (n — 1)"* Ordnung sein, und es wird 
somit zwischen ihnen eine homogene lineare Beziehung von der Form (38) bestehen müssen. 
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über, deren rechte Seite somit nur aus der Summe von x — 1 Producten 
algebraischer x- und z-Functionen bestünde. Wird ferner die Determinante 


d.) d.) duy dn(2,) 
¢,(@,) d.) Do Un(e) 
(39) — O, 


| (25) ez.) XEM Inn) 


so muss diese Gleichung der Voraussetzung gemäss eine in den Grössen 
willkühr- 


lichen Constanten gleich setzen, woraus sich eine homogene lineare Be- 


Z,) £,5...£, identische sein, und man darf daher 2,, z,,...2 


n 


ziehung mit constanten Coefficienten von der Form ergeben würde 
(40) da) + ad) +--+ ads (2) = 0, 


welche wiederum für jedes z, gelten müsste, und die Benutzung dieser 
Beziehung würde die Differentialgleichung in die Form 


dz an0,(@) — a, ew) On Q,(&) — 4,Pn(t) 














= h h TT 
(41) di = d.(z) + ra J,(2) + 
Bn Pn—W\®X) — An1 Pn" 
a de $ 1( ) 1€ ( ) dax) 
On 
überführen — wir finden somit, dass in allen Fällen, in welchen nicht 


sämmtliche P der Gleichung (33) identisch verschwinden, die Differential- 
gleichung sich auf die Form bringen lassen muss 


d. 
(42) = = dx) VG) + DE) + + Dale) T.i), 


de — 





worin die ® und ^ wiederum algebraische Functionen bezeichnen, und 
nunmehr angenommen werden darf, dass weder zwichen den ® noch 
zwischen den ¥ eine homogene lineare Relation mit constanten Coefficien- 
ten bestehe. Für den Fall also, dass sich die Differentialgleichung (29) 
nicht auf eine Differentialgleichung (42) mit weniger ähnlich gestalteten 
Summanden der rechten Seite zurückführen lässt, wird (30) ein mit einer 
willkührlichen Constanten behaftetes Integral der Differentialgleichung (29) 
mit den » von einander unabhängigen Variabeln 2,, 2,,...z, liefern. 
Lässt sich jedoch die Differentialgleichung (29) auf (42) redueiren, so werden 
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je ? — p + 1 Integrale derselben wiederum wie früher die p + 1 totalen 
Differentialgleichungen liefern 


dz dz, dz, CONS 
JE (2) V. (z,) V (2) D Ven =) 
(43) Ye) V. (z,) Ba) --- Kan) | =, 





es) V, o) Ag) ur PEU Y 
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(44) Eragon oh AL FU JE Dig 5x So 7 DO pr 
dz dz dz, dz, 
F(z), Er) Ten) 
V2) 7e). "7169 V2») | = 0 


Ve) N) q, (2) yer V, en) 
mit der Reihe der resp. Variabeln 
| CAN, aei. oL MA 8d 


A 7 By ie v. An—o—1 “n— 1 
1 2 n—p n—p+ 





Bowe he: JEU NET 5 


und es fragt sich, wie der Ausdruck (30) als Integral des Systems dieser 

p+ 1. totalen Differentialgleichungen mit » + 1 Variabeln aufzufassen 

ist. Setzt man den Werth für z aus (30) und 
9 of 3 

dE ME di Fe dz, + ce: + den 

er, 


à, 
vA 
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in die Gleichungen (43) und (44) ein, so erhält man die Beziehungen 
Z,, da, + Z,, dz, 4e + 7,02, — 0 
Vt En dE VA SOLS EGO SERRE + Z,dz, = O 
(45) S''e ls ete tehaniefge ke UMA s» edes ets = a je (vi eile! ww s ie 
Z,11dz, + Zo412dz, ++ Zorindzn = 0, 
und wenn aus diesen o + 1 Gleichungen die p Differentialien 
OP a ls Ce En 
eliminirt werden, so ergiebt sich eine totale Differentialgleichung 
(46) ^ Tz, + T,dz, + + Ta-,da, = 0, 
in welcher T,, 7,,... T, , algebraische Functionen von 2, 2,, z,,...2, 


sind. Wären nun die T7-Grössen nicht identisch Null für alle Werthe 
dieser Variabeln, so folgte aus (46) mit Benutzung der Differentialglei- 
chung (42) 


(47) T, | 0. (z) V. (z,). +--+ + One) V, -4(2,)] E T 0, (2) V. (z,) ++ One) Pn_ (es) 
== RARE arp T, ®,(æ) UE Gp) a= ar + OD, (®) Yn—p(Zn—p)} = O, 


welche wieder, weil der Fall, dass schon eine algebraische Relation zwischen 
2, 25) 295++-2%, besteht, ausgeschlossen war, identisch bestehen muss, und 
es wird daher genau wie oben durch successive Differentiation nach x 
sich ergeben, dass, wenn nicht alle 7 identisch verschwänden, zwischen 
den n--o ®(x)-Grössen oder zwischen den n— o '(z)-Grössen eine 
lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten bestehen müsste, 
was als möglich ausgeschlossen ist, da die rechte Seite der Differential- 
gleichung (42) bereits auf die kleinste Anzahl von Summanden reducirt 
angenommen wurde. Es werden daher die identischen Beziehungen statt- 
finden 

neo, eo, Til er 


und somit 2,, z,,...2, , unabhängige Variabeln sein; es ist daher (30) 
in diesem Falle ein mit einer willkührlichen Constanten behaftetes Inte- 
gral mit » — p willkührlichen Variabeln des Systems von 9 + 1 totalen 
Differentialgleichungen (43) und (44) von n + ı Variabeln. 
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'Fassen wir die beiden Fälle, von denen der erste ein specieller Fall 
des zweiten für o — o ist, zusammen, so erhalten wir den folgenden Satz: 

Wenn eine Differentialgleichung erster Ordnung die Eigenschaft hat, 
dass zwischen ihrem allgemeinen Integrale und n ihrer partieulären Integrale 
eine von einer willkährlichen Constanten abhängige, aber von der unabhängigen 
Variabeln x freie algebraische Beziehung von der Form statthat 


(48) CES CRINE en 0): 


wobei vorausgesetzt wird, dass nicht schon zwischen z,, 2,,...2, und x eine 


algebraische Beziehung besteht, so hat die Differentialgleichung die Form 


; dz ; 
(49) dez = ¢, (x) ez) se ey) h (2) ES Aa uoo Eis Pn—t) On—p(2), 


in welcher angenommen werden darf, dass zwischen e,(v), ç,(x), ... €, (x) 
sowohl als zwischen &,(2), dz), ... do, ,(2) nicht mehr eine homogene lineare 
Relation mit constanten Coefficienten existirt, und es ist dann die Beziehung 
(48) ein mit einer willkührlichen Constanten versehenes Integral des Systems 
von p + 1 totalen Differentialgleichungen von n Variabeln 


dz dz, din dz dz, dan | 

9 ¢, (2) b,(2,) a, d^ zn —5) v2) b) neo (en) 

(50) =0,... = 0, 
| Un — (2) Qa—p(2,) te On —p(Zn—p) Un(e) Un Ke) ttt dp (Zn) 


welches n — p unabhängige Variabeln enthält. Umgekehrt wird aber auch, 
wenn das System von Differentialgleichungen (50) ein Integral von der Form 
(48) besitzt, jede Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (49), 
was auch e,(x) e,(x),.-. 0, (x) für Functionen von x sein mögen, die 
Eigenschaft haben, dass das allgemeine Integral eine wie oben charakterisirte 
algebraische Function von n particulären Integralen ist, 

und dies letztere ist unmittelbar daraus ersichtlich, dass, wenn ¢ das 
allgemeine und z,, z,,...z, particuläre Integrale von (49) darstellen, aus 
den durch Einsetzen dieser Werthe in (49) hervorgehenden Differential- 
gleichungen sich die Reihe der Differentialgleichungen (50) ergiebt, für 
welche die Existenz eines Integrales der Form (48) angenommen wurde, 
das somit die verlangte Beziehung zwischen dem allgemeinen und » par- 
ticulären Integralen liefert. 





7 
‘ 
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Beschäftigen wir uns zunächst mit dem Falle, in welchem p = o 
ist, und somit der Zusammenhang (48) einer Differentialgleichung von der - 
Form zugehört 


(5 I) 2 = e (v) P (2) 3t e, (x) P (2) 3r A =F e») 2), 


für welche weder zwischen den ç(r)- noch zwischen den ¢(z)-Functionen 
eine homogene lineare Beziehung mit constanten Coefficienten stattfindet, 
und stellen die Frage, in welchen Fällen die Differentialgleichung 


dz dz, dz er. dm 
be) d) BG) -.- Gn) 
(52) d.) (ei) (a) epe b (Zn) = 0 





| (2) du) az) se (Zn) 
ein algebraisches Integral 


(53) CRIE AC) 


besitzt, worin c eine willkührliche Constante und 2,, 2,,...2, von einander 


unabhängige Variable sind. 
Bringen wir (52) auf die Form 


(54) Rdz + R,dz, + R,dz, +---+ Ridz = 0 


und setzen nach (53) 


in diese Gleichung ein, so erhält man 
tar /_ of of \ 
(x am + i, dz, + (R= + R, dz, + D 0 + (x ay + R, ) den = 0; 
1 2 2 
deren Coefficienten der Annahme gemäss identisch verschwinden müssen, 
und es ergiebt-sich somit 


A, of EH, of R, 
- fur UM iA aa iu din 


a F R ? ez, R 82, h i 
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woraus die Integrabilititsbedingungen folgen 


oe oe. cepe em 


= 5 = kis 
(5 5) à 9 ez ez O2, 925.1 

















n(n — I . 
deren Anzahl Aper ist, oder auch 
3, 
7 


aR, eR, oR OR, al) HD uk 
(56) m SO HC. [secet tees 198) 


oz, 929.197 92, 





und die ähnlich gestalteten, in denen nur die Combination 12 durch irgend 
eine andere a zu ersetzen ist. Beachtet man nun, dass nach (52) 


$n) A). 9$ 99)... ACH) 

hn) Vs). -- du) b,(2) Gi) - - du) 
(5 7) R = e 1 e 2 ¢ 2 x R, MATE e 223 e 2 : 

(2) (2) ... bu(zn) | | dw) eu(2,) ... dun) 


CU (2) OR (a ) 9 (2,) Ce (UA (Zn) 


v4) d) len) 


tds) du() du). - Pnlzu) 


und dass, weil die Glieder je einer Verticalreihe immer nur von einer der 
Variabeln abhängig sind, das Differential einer jeden dieser Determinanten 


(') Bekanntlich können dieselben auch, wenn z durch z,, R durch R, ersetzt und 








gesetzt wird, durch die Determinante ausgedrückt werden 
(00) (01) (02) 


quo ELLI) 2) = 


und die ähnlich gestalteten, 
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nach einer der Variabeln aus der entsprechenden Determinante erhalten 
wird, wenn man die entsprechenden Functionen einer Verticalreihe durch 
die Ableitungen derselben ersetzt, so geht die Gleichung (56) in 


HO V.G)- V.G) Adel [dG) VG) 46). $n) 


MAR) A) ee) | tar) PGs) v6)... 
(58) a 


c CQ ale Do JO o GIOCO "odor 6 MC ÉMOTION ON ON OC OU) IE | NC MR OO le; tele) © je ola ab, ei of ever see 


(2) d'a (2) + du (2) du(z,) ... On(Zn) | dl.) (2) du) ... (zn) | 


Id.) 5.) I... Bin) AG) VQ en 
(2) (Um (4) st: y. (z) h (24) e eo J, (Zn) J, (2,) d.) ez.) t dus) 


(UP CA a EN C29 U COEUR CA RAT OA dA). duz) fes). DA) 


b (2) J, (2) a d (2) [UA 2,) "42," in) 5, (2) d^ (Z,) (es) cane ie 
d$.) $,@ + 9.0) $.@)---¢:G)] 14.0 V.) PG) --- $n) 


| U(2,) Sn (2) + d^» (2,) (Zs) CCE On(Zn) | dz) du(2,) (es) eee SikZn) | 


Ta 


über, und die Gleichung muss eine für alle Werthe von z,, 2,,...2, 


identische sein, weil sie von der willkührlichen Constanten c frei ist, also 
mit der Gleichung (53) nicht zusammenfallen kann, andererseits aber ein 
gleichzeitiges Bestehen dieser beiden Gleichungen durch Elimination von 
2 einen Zusammenhang zwischen 2, 2,,...2, liefern würde, während 
diese Variabeln von einander unabhängig sein sollten. Betrachten wir in 
der Gleichung (58) die Grössen z,, z,,...z, als Parameter und sehen sie 
nur als eine Gleichung in der Variabeln z an, welche für alle Werthe 
von z identisch sein muss, so erkennt man unmittelbar, dass die Ablei- 
tungen der d-Functionen der Variabeln z nur in dem Ausdrucke vor- 


kommen 
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(25) e $^. (zn) d.) V.) d) wt (en) 


(a) 9 (2) ur 23) ACT v.n) V2.) v.) PCs) EE (Zn) 
(A) , - 


VW) vd. Ya) Ann) In) nf) Pn(Zy) - - - PnlZn) | 


(UR (2) 9.) QC (zn) (a) (2) 9.) ah (en) 
$62) vV.G) 4)... Pan) AG) AD it)... Pal@n) 








| du(2,) [UI (2) dulz,) t Pen) eu(z,) Un(e) (2) ... (Zn) 


während alle anderen Ausdrücke nur eine homogene lineare Function der 
Grössen (2), d.(2,...d»(z) liefern. Setzt man nun den ersten Posten 
von (A) in die Form : i 


[4, v^ (2) Ar A, [UR (2) FE SE An Y .(2)LB, P2) + B, (2) apes ar Baga], 


so sieht man unmittelbar, dass, weil der zweite aus dem ersten durch 
Vertauschung von d,(z) mit d,(2) hervorgeht, dieser die Gestalt annimmt 


[4,440 + 48,0 + 2 + Ang QB LG) + B,4,@ +--+ + Bap], 
und dass daher die Gleichung (58) auf die Form gebracht werden kann 


(59) 2, u [dran HO T A) A TAA 


C . n\n — I . . . . . 
worin A y die "^ —  Qomnbinationen verschiedener Indices von 1 bis n 
annehmen, und a, sowie T\, T,,.. 


23 Z,,-..Z, bedeuten, die als Parameter aufgefasst wurden. Da wir aber 


. T, algebraische Functionen von 


n(n — I Con . . 
auch “"=") solcher Integrabilitätsbedingungen (56) haben, so werden sich 


ebensoviele der Gleichung (59) analoge Gleichungen ergeben, und man 


NN — 1) 


wird aus diesen in den — Klammern der linken Seite linearen 
2 





Gleichungen diese homogen linear in den rechten Seiten in der Form 
ausgedrückt erhalten 


(60) HH) — re = UL s (2) + Uf guo) + + UO? 0, (2), 


— Mus s c ur alti 
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worin die U-Grössen wiederum algebraisch von z,, 2,,... 2, abhängen. 
Wählen wir À — 1, setzen ferner 


h 2 
(61) Kio Ree dis 
ve) 





so erhalten wir aus (60), wenn u — 2, 3,...n gesetzt wird, 


m _ Um U,, v, + U,,v, +: + US, 
dv, ; , 

(62) dt Er Us an l 23 Ü 3b U 33 v Ir + U,st n 
E = (Es + Uz v, + US v, 3L, dos ED U,V, 


und ¢ zu 


p 


betrachten sind. Bestimmt man nun x — 1 Constante 4,, @,,... a, derart 


worin die U wieder sämmtlich als Constante in Bezug auf v 


? 
dass 


U,, xin Da: te U,, a, +... + Una, = 0 
U,, 3b U,,@, xis U,, 4 rp te Usa, L9 


Uy, + Yan Ui. SP U,, a, 2560 qp Us = © 
ist, so gehen mit Hilfe der Substitution 
(63) Up = Wp + 45 


die Differentialgleichungen (62) in 





dw, À 
2n = U,,w, + Uw, +--- + U.w, 
dw, U ad x m 
4 = y W as We 3, 
(64) x dt 2 
dw 


I 


U,,w, Ar D,w, ae SM Y T Un Wn 
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über, deren Integrale bekanntlich, wenn »,, »,,...», die Lösungen der 
Gleichung 


ERS y Ue Us 
Us U,, uus grs Ur 

(65) =O 
Us, (ES se. 0% LM 


bezeichnen, und ein Constantensystem aus den Gleichungen bestimmt wird 


(Wig) AOU Ae ER iquat eg 


(66) U,, AT) + (U, — AY + ++ + Ung AN = 0 


"m AP di UE Tu He. + (Unn — y,) AP LT 


durch die Beziehungen dargestellt werden 


ot 3) vat t 

QNS UR AS )gr T6, AS I Se gas di pg. AD e^ 
(2) vot (3) vat (n) et 

4, = c, A3 €^ +0,45 &* +--- + 6n Ás 


(67) 


(2) vet 


(3) vat (n) vt 
Wn = 6, An €” +e Cauda e* +--+ + gd er. 


Man erhält somit vermöge der Substitutionen (61) und (63) die nach- 
folgenden Beziehungen 


dz dz 


vd) = a.d. e) + e, AS o h rises d. LEA ME 
1f 1 $1 


de 


dz 
d (ey 2 = a, TUA (z ) + Cs AG ra eus + PH + Age 


(68) 
ne " fe 
dl) = = My ^ (2) + c, a d ^ (ge^ UIDI en AC (2)e x CON 
worin 2), (z),...¢,(2) algebraische Funetionen von z sein müssen; 


wir me E, Grössen »,, »,,...», hier als verschieden betrachten — 
wären sie nicht verschieden, so würden zu den Exponentialfunetionen noch 
algebraische Functionen von / hinzutreten — weil die Coeffieienten der 
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Gleichung (65) von den völlig willkührlichen Grössen z,, z,,...2, ab- 


m 


hängen, welche wir als Parameter betrachteten. Aus der Beziehung 


hi Ee ies jee 
(69) = eat c, Ate VC) is c, Ate V he) qp eee gr c, Ate ft) 

1 
folgt aber durch (» — 2)-malige successive Differentiation nach z ein Sy- 

nf dz ee 
stem von n— 1 in den n—1 Grössen e 7 ^O ,...e ¥ ^O linearen Glei- 
, 
chungen ('), aus denen sich 
- . JE 

(70) e ^4 ^o = F(z) 
ergiebt, worin F(z) eine algebraische Function von z sein muss — und 


dass das lineare System auflösbar ist, geht daraus hervor, dass die De- 
terminante nur für gleiche Werthe der y-Grössen verschwinden würde; 
aus (70) folgt aber 


" f dz jJ dz ) "p "p 
= Yo | —— |= == 
F, (2) =e KARTON em dl) y F,(2) Va à 


/ 


. DC uc . - oe 5 
worin — eine rationale Zahl sein muss, da der Ausdruck eine algebraische 
Vo 


Function sein soll, und da (2) nach (70) für p = 2 durch den Aus- 
druck definirt ist | 














| 40-02. 
so folgt, wenn F(z) = F(z) gesetzt wird, aus (69) das Gleichungssystem 
y, F(z) 
We: 
| f (2) F(z) 
: Sa " 
jy ed (V. Te) ke”, sv, Ele)” Hints Keng Fe) 
CD LO P) F@) FG) 
ot ng 
nv, H(z k5F(2 ^ ky F(2)” ks v, F(2)* 
ble) = MAP) | burs FG) 2210 d cip ee) 
F'(e) F'(z) PZ) "(2) 
() Der Fall in welchem e, = e, — --- — e, =O ist, darf ausgeschlossen werden, 
weil dieser 4,(2) = a, ¢,(2),.-- (2) = a, d.(2) also lineare homogene Relationen zwischen 


den: J-Funetionen liefern würde, was gegen die Annahme wäre. 
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worin die % Constanten bedeuten. Setzt man diese Werthe von d. (2), 
d,(2),...d,(2) in die Differentialgleichung (51) und führt die abhängige 
Variable Z durch die Beziehung ein 


(72) F(e) = Z, 
so geht die Differentialgleichung über in 


(73) SO = AQ) + SRH FB + + ful) 2", 


worin €,, &,,..., rationale Zahlen bedeuten; setzt man endlich 


a On, 


_% E al 
PT go 


und bezeichnet durch A das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 
BB Pa; Setzt ferner. 


€ & = 


4 
2 ha e 
A, 


Em pu [RE 
B. he B, ks. peur 
und 
(74) Z=45 


so ergiebt sich die Differentialgleichung 


(75) a = F,(a)y" + F,(2)y^ + +++ + Foy", 

in welcher y, 5,,...[4 ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, 
und wir finden somit, da die Differentialgleichung (51) als eine vermóge 
der algebraischen, die.unabhàángige Variable x nicht enthaltenden Substi- 
tutionen (72) und (74) aus der Differentialgleichung (75) abgeleitete be- 
trachtet werden kann, den folgenden Satz: 

Sämmtliche Differentialgleichungen erster Ordnung, für welche das all- 
gemeine Integral eine algebraische, von der unabhängigen Variabeln x freie 
Function von n particuldren Integralen ist, die nicht schon selbst mit x und 
unter einander in algebraischer beziehung stehen, haben die Form 


dz N pos 
aie ev + ae), (e) + uos 
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unter den hierin enthaltenen Differentialgleichungen werden unter der Vor- 

G 224 ; 5 oy ) , 2271 ^ a ^ ^ py à 2 = 
aussetzung, dass weder die Functionen e,(x),... e, (v) noch ¢,(z),...¢,(2) 
unter einander in homogener linearer Relation mit constanten Coefficienten 
stehen, nur diejenigen jene Eigenschaft besitzen können, welche die Form haben 


ZEE g.(&) g" + PE) 2? et: esc) z^ , 


worin pa. pus... ft, ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, oder die- 
Jenigen, welche aus dieser Form durch eine von der unabhängigen Variabeln 
freie algebraische Substitution für die abhängige Variable abgeleitet sind, 

und es ist unmittelbar einzusehen, dass, wenn für eine solche Diffe- 
rentialgleichung die verlangte Eigenschaft statthat, dieselbe auch besteht 
für jede andere Differentialgleichung, die durch eine derartige Substitution 
aus der ersteren abgeleitet ist. 

Untersuchen wir nun, welche Differentialgleichungen erster Ordnung 
von der Form | 


= iQ; (æ) 2" + e.) gi? +... + @n(x) a” 


xv 





(76) 1 


die verlangte Eigenschaft besitzen, oder, was nach den früheren Aus- 
einandersetzungen dasselbe aussagt, für welche Werthe y, 45... /4, die 
totale Differentialgleichung 


I „Pi JU LIA 
2 21 22 £n 
i21 za 22 „er 
(77) | ? 21 Cu a —O 
„En „fin lin fen . 
bd v 2 en 





der oben aufgestellten Bedingung der algebraischen Integrabilität mit » von 
einander unabhängigen Variabeln genügt. 
‚ Machen wir in (77) die Substitutionen 


(78) g ^ — t, a = ti, DC EI == ln ©; 


(*) Ist p, = I, so kann diese Substitution nicht angewandt werden; wir machen dann 
eine andere Horizontalreihe zur zweiten und setzen z. B. 


—pa+1 ee! oats 
g — 00: 21 m5... Ens 
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so geht die Determinante (77) in 



































arr JI „en 
& «1 en 
————— dt ———— di... ——— dt, 
TUN ED A ERR v aah SLOT 
oe a Uo zh 
PAS H2— [I3 {loft o 
! — +1 LIA y Il Pag —h+1 E 
z^ t + zh h 4 PA, t, 1 
ny HoH Pn 
A = 1 t CNET 1 m 1 
eap ero DAE RR EE A RUE 
oder nach Weglassung der Factoren in 
dt dt, dt, ... dt, 
I I I I 
oft toMy Holy 
—/4+1 —py+1 — +1 
(79) ta Gees ue tat = 
In —/ty Pn—13 In— I3 
esi LE t — +1 
} ER 5 


“über, und es wird auch für diese Gleichung der Voraussetzung gemäss und 
in Folge der algebraischen Substitutionen (78) ein Integral von der Form 


(80) PLE. ray 

existiren müssen, worin f, eine algebraische Function und ¢,, £,,... f£, 
von einander unabhängige Variable sein werden. Setzt man in (79) und 
(80) die unabhängige Variable ¢, = o (’), so folgt, dass die totale Diffe- 
rentialgleichung 


(') Das Bedenken, dass, wenn #, = O gesetzt wird, die Glieder der letzten Vertical- 
reihe mit etwaigem negativen Exponenten unendlich würden, kann dadurch gehoben werden, 
dass man die Theile der rechten Seite der Differentialgleichung (76) so ordnet, dass, wenn 
sümmtliehe y unter der Einheit liegen, man für f; die kleinste dieser Zahlen wählt — 
dann sind die Zähler und Nenner der /-Exponenten sämmtlich positiv —, wenn die y 


alle grösser als die Einheit sind, dann für y, die grösste dieser Zahlen nimmt — dann 
sind Zähler und Nenner sämmtlich negativ — und wenn endlich einige der y-Grüssen 


kleiner, einige grösser als die Einheit sind, so wähle man für y, unter allen denjenigen 
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dp ap Um Se ditt 
Ho —[It Bo I Ha—iı Poy 
1 1 TES — 1 +1 
PS LC ON RO e 
(81) = 6 
Buh En! Un—pı Pay 
—h+1 —fn +1 —[a 41 —[ +1 
LM v XD MN pet 
das Integral 


(82) | le io stn oL) 


besitzt, worin ¢,, £,,...f£, , von einander unabhängige Variable sind; setzt 
inan hierin wieder, indem man zur Abkürzung 


Paire Fleet Le REINE 
21 = y, Sp = y 
== ji, E == 2, «e fly oue 
macht, 
+ Zul —»41 
(83) lods Ew in? eh TUE Ee EE; 


so geht die Differentialgleichung wieder in 








du * du, du, ... d", 
I I I I 
= A MW Pont] Pr 4 | 
(84) N N EN Eg 
Yn—1—Yy Yn—1 —Yy Yn—1—] Yne-1—Y94 
ug onn Pu v EN Caere 





über, und diese letztere hat ein algebraisches Integral 


(85) i pope Un 156), 


worin 4, w,,..., , unabhängige Variable bedeuten. Setzen wir auch 


y, welche unter der Einheit liegen, die kleinste, es werden dann Zähler und Nenner wieder 
positiv werden; der Fall, dass eine der -Gréssen der Einheit gleich ist, ist offenbar nicht 
ausgeschlossen. 
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hier wieder genau wie oben w, , — o, so erhalten wir die totale Differen- 


n 


tialgleichung mit a — 2 unabhängigen Variabeln 








du du, dau, 2 du 
Y— 9 Ma—Yt Y4—34 Y2—9 
u +1 ie is BR 3 ubl 
(86) — O, 
Yn—1—V) Vn—1 —Ÿy Yn—1—94 Yn—1—Yı 
; —»T1 7 — +1 Us +1 peed 
welche ein Integral 
(87) i= TU Ma Une OC) 
mit 2 — 2 unabhängigen Variabeln besitzt. Schliesst man so weiter, so 


folgt, dass unter der Voraussetzung, dass die Difterentialgleichung (77) 
der oben aufgestellten Bedingung der Integrabilität genügt, nothwendig 
auch die Difterentialgleichung 





dv dv, dv, dv, dv, 
I I I I I 
(88) vos pow wp |o 
dio gae qui des po? 
a Ps 2 fs vs pes vi 


ein Integral von der Form 


(89) v = O(U,, V, Vs, U, ©) 


wird haben müssen, worin v,, v,, v,, v, von einander unabhängige Va- 
riable bedeuten. Wir werden nun nachweisen, dass dies nie der Fall sein 
kann, und dass daher auch die ursprüngliche Annahme für die Differential- 
gleichung unstatthaft war, wenigstens so lange » > 3 ist(). Denn ange- 


(') Ich untersuche die Integrabilitätsbedingung der Determinante (88) nicht unmittel- 
bar, weil ieh die bei der oben gewühlten Methode für die Reduction des Problems sich 
ergebenden Resultate für die Integrabilitätsbedingungen von Detérminanten von niederer Ord- 


ten 


nung als der 5"" im Folgenden brauche. 
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nommen (89) wäre unter der gemachten Voraussetzung ein Integral der 
Differentialgleichung (88), so würde, wenn v, wiederum Null gesetzt würde, 
auch die Differentialgleichung 


do dv, dv, dv, 


QA vi v5 (E 

(90) =o 
gre Oe qe aee 
yes vts vb OE 

das Integral 

(91) U— OU Ue. eO. c) 


mit 3 unabhängigen Variabeln besitzen und müsste somit der oben auf- 
gestellten Bedingung der Integrabilität genügen. Dies letztere ist aber nur 
möglich, wenn p,, o,, op, bestimmten Bedingungen unterliegen; denn sei 
p, eine von der Einheit verschiedene Grösse, so würde die Substitution 

ESSI E EET en rs 
(92) Ge an ee ee 


)2 — 64) 


die Differentialgleichung (90), genau wie oben, in die Gleichung 


de de de, dé, 


Dr I I 
(93) — O 
ea urn EO Egan 
s 1 $2 $3 
EO, £05 aon #0 
Ss S1 $2 $3 
überführen, für welche 
(94) f= 2a , = , S , c), 


und &, &, & von einander unabhängig wären, und wir untersuchen 
nunmehr direct die Bedingungen für die Integrabilität dieser Gleichung. 
Bildet man für dieselbe die Gleichung (56), so ergiebt sich 
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fo a Eo - EG —1 £a | 
(95) en = Hi iS uz Tes TE nep — En Eno, EF in 0, er 


En £%—1 Eo £go—1 o,—1 £o. zd EO E eus £a—1 £0, 
Eus e Gi SM + 0, &' e — 0, Ë am 3 => 0,53" = } 


= Co fo Es = = Ox go Eo, —1£2 fm f7,—1 
ie ee en — Er EEE EEE 10, & E Arts Sa Se 


— 0, Ë œ 1 L 9, En TER a E £go —1 Er +o. Md op + 9, e Eg ene 


£o, ES. Eo Eo eo EO 7, So, 7, EG» 6, er! ea—lEn go £o,—1 
+ —&& EE s Téénep— Sh AS 5 0, 63 E 


—— o, E"? Ej b 0, BE + oL Ep Ej 0, EP Ep — o, EDO EP + ESE — 0 


welche Gleichung für alle Werthe der Grössen &, £, £, &, erfüllt sein 
müsste; nehmen wir 0,>o, an, und suchen in dieser Gleichung das 
Glied mit der höchsten Potent von &,, so ist diese &* und ihr Co 
welcher wiederum identisch für alle Werthe von £, &, £, verschwinden 
müsste: 


eo £o,—1 En £En—1 go £o—1 D -1 0—1 £go eo &o,—1 
SES ce Gye SSS Ae 5 pe E EE 


und man sieht sogleich, dass dies nur dann möglich ist, wenn o, = 1 ist; 


suchen wir weiter in der obigen Gleichung (95), jetzt unter der Voraus- 


1 


setzung c, = 1, den Coefficienten von &p*^ — &5*', so wird dieser 


le £o—1 E £o-—1 Bay] — EES 1 ggo-— EBoERO—1| 
0,191952. —— $281 + && See 25 E 


und es ist hier wieder unmittelbar zu sehen, dass dieser nur dann iden- 
tisch verschwindet, wenn o, = 2 ist; wir erhalten somit den Satz, dass 
unter allen in der Determinantengleichung 


I I I I 

= 0, 
eo, 6, D 6 
4 1 ie ae a! 


RATER EST 


in welcher o, und e, rationale Zahlen bedeuten, enthaltenen Differentialglei- 


1 
chungen nur 
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dé dé, dé, dé, 
I I I I 

Ge) ns ee 
CEN. M NI 


der Bedingung der Integrabilität für drei unabhängige Variable & , &,, & 
genügt (^). 

Da nun also, wie aus der Substitution (92) mit Rücksicht auf die 
Form (79) hervorgeht, die Determinantengleichung (90) dann und nur 
dann der Bedingung der Integrabilitàt genügt, wenn 


Pa Pi 


g, = ——_ = [I 


i a Dist X | 


AT Pis 


= = 2 


= (A is 1 


w 


(a) Pr = Pis fas I5 [Dy ecc oye tap & 


ist, so folgt, dass die Determinante (88) nur dann der Bedingung der 
Integrabilität genügen könnte, wenn sie die Form hat 





| dv dv, dv, dv, dv, 
I I I I I 
(97) @ " U, Do Ps V4 — ©) $ 
pn vun ve} | pot ve 
port? gp? pont gon? gcn? 


(*) Dass die Determinantengleichung (96) auch wirklich der Integrabilitütsbedingung 
genügt, ist unmittelbar ersiehtlich, da die Gleichung (56) in diesem Falle in 
(&, — &X& — — &X& — SE — &)(E + & — & — £) 
+ (£—&X& — &Y& — &)(& — EEE — & — à) 
+ (&— &)(€ — EIG — &X& — &X& + € -& —§) = 0 
oder 


(& —&X£&, + & —6&; —5 + (—5)€ EE, —&) + (& - Er —5)—0 


übergeht, welche für alle Werthe von $, &,, &,, ¢, erfüllt ist. 
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und es soll endlich gezeigt werden, dass diese für kein rationales p, der 
Integrabilitätsbedingung für 4 unabhängige Variable v, , v,, v,, v, genügen 
kann. Um dies nachzuweisen, kónnte man mit Benutzung der Gleichung 


(58) zeigen, dass die Beziehung 


I o I I I I I I 

1 2 1 3 V4 Ui Vo 1 3 on 
0 0611 ,21—1 y0 P " 3 
en Anm ANLE I me 








—p152 Pp 1 . 1 © 2 — 2 " 2 
v ^ (—p, ae 2) (04 pt 42 = nt ) V; + V p v1 p V5 pPy+2 vg p t2 v pt 


I O I I I I I I 
D 2 v v v v v v 
1 3 4 2 3 4 
+ P 
P .Py—1 471 a : 2 , 5 > 
pn pve o^ ) ve v vs! yn ven va 


—p]-2 2p 1 2—p 1l „-pıt2 4— 2 — 2 pas 2. 4 2 ,.— 
vp? (—p, t 2)(rz^ Loon Jp au y, Prt yy, Pit qot y; ^F y^? 





I o I I I I I I 
v. 2 Vs v, L es Us V4 
+ . = Oo 
P ,n-1 £r are £n ay?’ T2 qi? P) 
vp pv et?) ve ve v^ vh vh vt 





042 ppl Pit —prt? 4, T2 y—9 2 4l ete 2 A—Prb2 
vn (—p, t 2)(! pit To, ) y, y^ v n y, ^* y, ^t p 


nicht für alle Werthe von v, v,, v,, v,, v, identisch erfüllt werden kann, 
doch würde dies eine etwas umständliche Rechnung erfordern, und wir 
wählen daher eine wesentlich davon verschiedene Betrachtung, die un- 
mittelbar zu dem gesuchten Resultate führt. Durch Vergleichung von (97) 
mit (52) ergiebt sich, wenn die Variablen v durch 2 ersetzt werden, 


d@) = 1 h(a) = 2 d,@) = 4 d. (2) = 7 Us 


also 
, / E, d —1 € MU +1 
v, (z) if) d. (z) EST P (z) E pie d (z) = (— Pi + 2)2 } E 
und es wird nach (60), worin die U-Grössen von z unabhängig sind, in 


unserem Falle 


0) He — dpi = UP? ++ ee 


2 
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sein, welches auch die ungleiche Combination Ay aus den Indices 1 2 3 4 


sein mag; setzt man aber A= 1 und y = 3, so ist 


ur I, (2) x (2) 9^ (2) Xi TS NE , 


und es muss somit vermóge der Gleichung (98) p, — 1 — o oder 1 oder p, 
oder — p, + 2 sein; da aber für p, = t zwei Horizontalreihen von (97) 
zusammenfallen, für o, = 2 die letzte Horizontalreihe wieder nur wie die 
zweite aus Einheiten bestehen würde, so muss p, — 1 = — p, + 2 d. h. 


D 12 


.p, — 3 sein, und nur in diesem Falle würde der nothwendigen Bedingung 


(98) genügt sein; setzen wir aber À — 1 und p = 4, so folgt 


9.0)". (2) — guia) (aeos 2a, 


und es müsste somit — p, + 1 =o oder r oder p, oder — p, + 2 sein, 
was zur Folge hat, dass, weil o, = 1 und o, = o wieder zwei Horizon- 


sein muss — da sich also die. 


[OE 


talreihen zusammenfallen liessen, p, = 


D Io 


beiden Bedingungen p, — 2 und p, => widersprechen, so folgt, dass die 


Gleichung (98) nicht allgemein besteht, die Differentialgleichung (97) 
somit für keinen Werth von p, der Integrabilitätsbedingung Genüge leistet. 
Da dies aber nothwendig war, wenn die vorgelegte Differentialgleichung 
(77) mit » unabhängigen Variabeln integrirbar sein sollte, so folgt, dass 
diese ebenfalls nie der Bedingung der Integrabilität Genüge leistet, so lange 
n> 3 ist; ist jedoch n — 3, so ergab zugleich die für die Determinante 
(90) durchgeführte Untersuchung, dass nach den Bestimmungen (a) nur 
die Determinante 


D : ; ; 
di dv, dv, dv, 
H , 3 ) 
1 v. D, v. 
50) 
p ‚P EA PL 
v v vy Us 


p nt? OPE Smale PURUS 


die verlangte Eigenschaft hat und zwar für jedes rationale p, (da wir 
nur algebraische Functionen in Betracht ziehen) oder die durch die alge- 
braischen Substitutionen (92) daraus hergeleitete (96). 
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Wir erhaiten somit den folgenden Satz: 
Unter allen totalen Differentialgleichungen der Form 


dz dz dz» dz, 
Jh JI JI „Pi 
o “1 “2 en 
[2 ze RE Ble 
é 21 Ar fn, | =O 
„em „Ein „fin „fin 
# wi “2 "n 


dz dz, dz, 


à 
SN 

[51 

[0] 





[0] 
p 
wie 
i» 
wre 


repraesentirte die Eigenschaft, dass eine Variable derselben sich als Function 
der anderen Variabeln und einer willkührlichen Constanten ausdrücken lässt 
und zwar so dass diese letzteren Variabeln von einander unabhängig sind. 


hn Zusammenhange mit der oben geführten Untersuchung, welche 


=> 
die Frage nach der Abhängigkeit des allgemeinen von den particulären 
Integralen einer Differentialgleichung erster Ordnung auf die Untersuchung 
der Integrabilität einer Prarr’schen Gleichung zurückführte, wird sich 
somit das folgende Theorem ergeben: 

Sämmtliche Differentialgleichungen erster Ordnung, für welche das all- 
gemeine Integral eine algebraische, von der unabhängigen Variabeln x freie 
Function von n particulären Integralen ist, die nicht schon selbst mit x und 
unter einander in algebraischer Deziehung stehen, haben die Form 





(99) =D) +++ ee; 


unter den hierin enthaltenen Differentialgleichungen haben. unter der Voraus- 


setzung, dass weder die Functionen e, (v), . . . e, (x), noch d» (2); » - . d», (2) unter 
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einander in homogener linearer Relation mit constanten Coefficienten stehen, 
nur die Differentialgleichungen 
(100) A = pe + qua + eu (oz 
und die aus dieser durch eine willkührliche, von der Variabeln x freie alge- 
braische Function, welche 2 mit der neuen abhängigen Variabeln verbindet, 
abgeleiteten Gleichungen und zwar alle diese die verlangte Eigenschaft; für 
alle anderen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche in der Form (99) 
enthalten sind, werden also die unendlich vielen particulären Integrale auch 
selbständige, wenigstens nicht durch von x freie algebraische Beziehungen unter 
einander im Zusammenhang stehende Transcendente sein, während die Diffe- 
rentialgleichungen (100) höchstens 3 selbständige Transcendenten definiren. 
Nachdem wir aber die Untersuchung für den Fall durchgeführt, 
dass in der Gleichung 


dz 


de 


= gie)i() + v, (0), (2) +++ + (du) 


weder die ç-Functionen noch die ¢-Functionen unter einander in homogener 
linearer Beziehung mit constanten Coefficienten stehen, gehen wir zu dem 
allgemeinen Falle über, im welchem für die vorausgesetzte Beziehung 


(10r) ated a qma ea raa. IC) 


die Differentialgleichung die Form hat 
dz : 
(102) Far oh (x) P, (2) + €. (&)9, (2) + +> + n—p(®) Pn—p2), 


in welcher die Functionen ç und @ nunmehr linear irreductible Func- 
tionen sind; für diesen Fall wurde oben nachgewiesen, dass die Beziehung 
(101) für das System der p + 1 totalen Differentialgleichungen von x 


Variabeln 
dz dz 


E deis | dz dz 


g^ (2) dun) ..- Yen) d d () hn) --- in) 


| Un(e) Un(e) ose (Ui AG) Un (2) On (4) see Un (En) 


46 Leo Koenigsberger. 

eim mit einer willkührlichen Constanten behaftetes Integral von x — p 
unabhängigen Variabeln darstellt, für welche wir die Werthe 

e , Ey ee &n—p—1)9 &n—p 


wählen wollen, während z, ,,,, 2, ,,,,...z, als Functionen dieser ersteren 
zu betrachten sind. Da nun das Integral (101) dann die Form annimmt 





(104) 


ge ST cete Mao), 
so wird die erste der Determinanten (103) 


dz dz, uei taa t ret den 


d, (2) d (21) t d (rer) d (25e) 


ein mit einer willkührlichen Constanten c versehenes Integral (104) mit 
einer Anzahl unabhängiger Variabeln besitzen, welche um die Einheit 
kleiner ist als die Anzahl der Variabeln der Differentialgleichung (105) 
überhaupt; dies war aber grade der oben durchgeführte Fall der Diffe- 
rentialgleichung (52), und es war dort gezeigt, dass dann und nur dann 
die Bedingung der Integrabilität erfüllt sein kann, wenn die ¢-Functionen 
die durch die Gleichungen (71) geforderte Form besitzen, dass daher die 
Differentialgleichung (102) ähnlich wie (76) die Form haben muss 


dz 


(106) 3s = £i(o)z 4 e, (a) z^ 4e £u p (2) 2 "7, 


und dass somit nur die Determinante 


dz dz, da, ema s 
[71 It I n 
z^ zl a. m 
(107) = O 
z^ n—p ai n—P gj" -p Be 
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ein Integral mit # — o von einander unabhängigen Variabeln besitzen 
könnte; dies ist aber der vorher angestellten Untersuchung zufolge dann 
und nur dann der Fall, wenn die Determinante die Form hat 


dz dz, dz dz, 


I I I I 

(108) == (0) 
2 2, E EA 
zou LEES 


oder eine solche, welche erhalten wird, wenn z= Z^" gesetzt wird, worin 
k eine rationale Zahl bedeutet; es muss somit wieder » — o = 3 sein, 


und die Differentialgleichung jedenfalls wieder — von algebraischen Sub- 
stitutionen für die abhängige Variable abgesehen — die Form haben 
dz 


= Pi (x) dr Pa (x) z 3i: Gs (æ)z°, 


dx 


die bereits oben behandelt ist. 
Wir erhalten somit jetzt den folgenden allgemeinen Satz: 
Unter allen Differentialgleichungen erster Ordnung 


(109) p (« i.) Caf 


NEED 
Rd 


haben nur die in der Form 


dz 


(cro) | ds la) + gi )e + e 2 


enthaltenen und die durch algebraische Substitution aus diesen abgeleiteten die 
Eigenschaft, dass sich ihr allgemeines Integral als eine algebraische Function 
einer bestimmten Anzahl particulärer Integrale ausdrücken lässt, und zwar 
gilt für alle Differentialgleichungen (110) die Beziehung 

e 2, (2, — 2,) ar cz, (z, T 2,) 


a , 
(AE e EEJ) Si CERERI) 
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oder, wie leicht aus den obigen Formeln zu entnehmen, in symmetrischer 


Form 


oder anders ausgedrückt: 

Für jede Differentialgleichung | erster Ordnung bilden die particulären 
Integrale unendlich viele selbständige, nicht durch algebraische Beziehungen 
auf einander zurückführbare | Functionen; die Differentialgleichungen (110) 
und die durch algebraische Substitution aus diesen abgeleiteten allein haben 
die Eigenschaft nur drei, in dem amgegebenen Sinne, wesentlich verschiedene 
Functionen zu definiren. 


MÉMOIRE 


SUR 


LES GROUPES KLEINÉENS 


PAR 


H. POINCARÉ 


à PARIS. 


S 1. Substitutions imaginaires. 


Ey 


Dans un mémoire antérieur, j'ai étudié les groupes discontinus formés 


par les substitutions linéaires à coéfficients réels. Dans le présent travail, 


jai l'intention d'exposer quelques résultats relatifs aux groupes de sub- 


stitutions linéaires à coefficients imaginaires. Ces substitutions se classent 


naturellement en quatre catégories, comme on va le voir. 


Soit: 
CPS 
ic "eL ar O 


une substitution queleonque, ou je suppose toujours: 


ao —- iy = 1. 
Si on a: 
(a 8) —4 


la substitution peut se mettre sous la forme: 


( I , I +k) 
FAC i CN} 


a et K étant des constantes. On dit alors qu'elle est parabolique. 
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Si on a: 
(a + 0) S 4 


la substitution peut se mettre sous la forme: 
2 — U DA tt 4 1 
K 
E ET z—b 
a, b, K étant des constantes. 
Si 





(a + 0)” réel positif et > 4 


K est réel positif et la substitution est hyperbolique. 

Si 

(a + 0)” réel positif et — 4 

K est imaginaire ou négatif et a pour module 1, la substitution est 
elliptique. 

Si enfin (a + 0)” est imaginaire ou négatif, A est également imagi- 
naire ou négatif et la substitution est loxodromique. | 

Une propriété commune à toutes ces substitutions linéaires c’est de 
transformer les cercles en cercles. Représentons en effet, à l'exemple de 
M. HznwrrE, les quantités imaginaires conjuguées de w, v,... par la notation 


96, , À .. 


ul 
La substitution 


az + p 
(1) (^ zi) 
peut s’Cerire: 
| T IR à) 
mo) H 2 + 0, 


L'équation générale d'un cercle s'écrit d'ailleurs 


0? 








(2) Azz, + Bz + B,z, + C —0 


A et C étant essentiellement réels, et il est clair qu'on retombera sur ce 
cercle (2) en appliquant la substitution (1) au cercle dont voici l'équation: 


A (az + Baz, + 8) + Bla + Pre + à) 
+ B,(yz + 0)(a,2, + PB) + C(yz + Oy, 2, +9) = 0 
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ou bien: 
zz, (Aaa, + Bay, + B, yo, + Cyy,) 
(3) + z(daß, + Bad, + B, yf, + C79,) 
3) 
+2,(Aßa, + By, BQ08, + C00,) 
+ (ABB, + BBD, + B,0, + 088) = o. 
Eerivons maintenant l'équation d'une inversion par rapport au cercle 
(2), c’est a dire de l'opération qui consiste à changer un point quelconque 
z en son transformé par rayons vecteurs réciproques, en prenant pour 
pöle de la transformation le centre du cercle (2) et pour paramétre de 
la transformation le carré du rayon de ce cercle. Voici cette équation. 
Soit ¢ le transformé de z par cette inversion, on aura: 





v44€ — BB, 
SATA 


Soient C, et C, deux cercles quelconques, et appelons J, et J, les inver- 
sions opérées respectivement par rapport à ces deux cercles. Si nous 
faisons subir à un point quelconque l'nversion J, puis linversion J,, 
l'opération résultante que l'on pourra représenter par la notation J, J,, 
sera une substitution linéaire comme il est aisé de s'en assurer. Cette 
substitution sera parabolique si les deux cercles C, et C, se touchent, 
elliptique s'ils se coupent et hyperbolique s'ils ne se coupent pas. 

Supposons qu'on étudie la résultante non plus de deux, mais de 
plusieurs inversions successives. Si ces inversions sont en nombre pair, la 
résultante sera une substitution linéaire; si elles sont en nombre impair, 
la résultante sera une opération plus complexe qui pourra étre regardée 
comme une substitution linéaire suivie d'une inversion. De plus toute 
substitution linéaire peut être regardée d'une infinité de manières comme la 
résultante d'un nombre pair d'inversions. 

Le groupe obtenu en combinant de diverses maniéres les différentes 
inversions imaginables contient donc toutes les substitutions linéaires. 

Posons: 


ZEN I 


& et 7 seront les coordonnées d'un point représentatif de z dans son plan. 
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Considérons maintenant un point quelconque, non plus dans le plan 
£p, mais dans l'espace et soient €, 7, € ses coordonnées; je supposerai € 
positif de telle facon que le point considéré soit au dessus du plan des 
£y On a vu que la substitution (1) change un point quelconque €, 7 
du plan des & en un autre point de ce méme plan. Nous allons étendre 
la définition de la substitution (1) de facon à ce qu'on puisse appliquer 
cette substitution, non seulement à un point du plan £x, mais à un point 
queleonque de l'espace. La substitution (1), nous l'avons vu, peut étre 
.regardée comme la résultante d'un certain nombre d'inversions faites 
suecessivement par rapport à certains cercles du plan des &7 que j'appelle 
C,, €C,,...C,. Soient X,, 3... X, les spheres qui ont méme centre et 
méme rayon que ces cercles. Considérons l'opération qui consiste à effec- 
tuer » inversions successivement par rapport aux spheres X, Y,,... Y. 
Cette opération, si on lapplique à un point du plan des & ne differe pas 
de la substitution (1). On pourra done définir encore ainsi la substitu- 
tion (1) quand il s'agira de l'appliquer à un point de l'espace situé en 
dehors du plan des &. 

Une inversion par rapport à lune des spheres NM, Y,,... Y, trans- 
forme les sphéres en spheres; elle transforme en lui-méme le plan des 
£5; elle conserve les angles; elle transforme toute figure infiniment petite 
en une figure infiniment petite semblable; toutes ces propriétés appartien- 
nent donc à leur résultante, c'est à dire à la substitution (1) généralisée. 

Supposons que l'inversion par rapport au cercle C, par exemple, change 
un certain cercle K du plan des £y en un autre cercle K, de ce méme 
plan. Soient S et S, les spheres qui ont méme centre et méme rayon 
que K et K,; il est clair que linversion par rapport à la sphere X, 
changera S en $,. Si done la substitution (1) change le cercle A en un 
certain cercle K,, et si S et S, sont les sphéres qui ont méme rayon 
que K et A,, la substitution (1) généralisée changera S en S,. En effet 
la substitution (1) équivaut à x inversions opérées respectivement par 
rapport aux cercles C,, C,,...C,; ces inversions changent successivement 
le cercle K en K, puis en K,,... puis enfin en K,. Soit S, la sphere 
qui a méme rayon et méme centre que K,. La substitution (1) généra- 
lisee équivaudra à » inversions opérées respectivement par rapport aux 
spheres X, YX,,... X, et ces inversions changeront successivement la sphere 
S en S,, puis en S,,...puis enfin-en S,. ' Of Qu Rs. Is 
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Ox 
C2 


Pour justifier la définition précédente, il faut établir ce qui suit: 

La substitution (1) peut être regardée dune infinité de manières 
comme la résultante d'un nombre pair d'inversions opérées par rapport à 
divers cercles du plan des &. Les cercles C,, C,,... C, ne sont done 
pas parfaitement déterminés. MN faut faire voir que la substitution (1) 
généralisée est cependant une opération parfaitement déterminée. Suppo- 


sons en effet que la substitution (1) puisse être regardée: 
1" d'une part comme la résultante de » inversions opérées par rapport 
use cerclesı@, 5 Cig 2546, 


0 


2" d'autre part comme la résultante de p inversions opérées par 
rapport à p autres cercles C’,, (',,... C;. 

Soit 2’, la sphere qui a méme centre et méme rayon que C’,. 

Soit maintenant un point P queleonque de l'espace; appliquons lui 
successivement les inversions par rapport aux spheres NM, ¥,,... X; nous 
obtiendrons un certain point Q. | Appliquons maintenant au point P 
successivement les inversions par rapport aux spheres 2, Y,,... N, 
nous obtiendrons un certain point @. Appelons ces deux opérations 
(P, Q) (P, Q^); elles satisfont toutes deux à la définition de la substitu- 
tion (1) généralisée, il faut done démontrer que les deux points Q et © 
coincident. Eh bien, nous pouvons faire passer par le point P trois 
sphères S, S', S", ayant leurs centres dans le plan des & et coupant ce 
plan suivant trois grands cercles X, A’ et A". 

La substitution (1) changera ces trois grands cercles en trois autres 
cercles K,, K’, et K", du plan des &. Soient $,, 5" 
qui ont méme centre et méme rayon que ces cercles; l'opération (P, Q) 
penis 
Le point Q, de méme que le point Q' se trouve done à l'intersection des 


et S", les spheres 
de méme que l'opération (P, Q) change S, S' et S" en S|, S' 


trois sphères S,, S’, et S",. Done ces deux points coincident. Donc la 
substitution (1) généralisée est une opération parfaitement déterminée. 
A Qu Ea. 
Il reste à trouver les équations de cette opération. Pour définir un 
point P de l'espace, nous emploierons les trois coordonnées suivantes: 


z— 6-1 4, — 6 — 45 pat t C= +6" 


€ étant supposé positif, ces trois coordonnées suffisent pour définir com- 
plétement le point P. | 
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Soient o", z et 2, les trois coordonnées du point Q transformé de 
P par la substitution (1) généralisée. Exprimons que le point P se trouve 
sur la sphére qui a méme centre et méme rayon que le cercle (3); j'ai 
à écrire: 
p (Aaa, 35 Bay, ir Biya, a Cry.) . 
+ 2(4af, + Bad, + Biz, + CY9,) 


(4) 
Tonga, + By, + B,da, + COy,) 


+ (ABB, + BBD, + B,88, + CO) — o. 

Si le point P est sur la sphère qui a méme centre et méme rayon 
que le cercle (3), le point Q devra se trouver sur la sphère qui a même 
centre et méme rayon que le cercle (2) transformé de (3) par la substi- 
tution (1), d'ou l'équation: 


(5) Ap" + Bz + Byz, 4-0 — o. 


Ces deux équations, si on y regarde A, B, B, et C comme les incon- 
nues doivent étre équivalentes On a done: 


à Pitty + 208, + aufi, + B 


0" = 
2 FEN » ay op 
P ifo xis 2709 x: 2070 zb: 00, 





i 


2 APP A DI 

up p ayy + 20.0, ar 27 ar Po, 
TT 2 RN Ns YN 
pin + 270, 123075 7 00, 





1 + RS } 
2. LETS + 278, + 204, + DUM 
gc BEN TNT NS 
P fo SUE 270 = 20070 nr 00, 





Telles sont les équations de la substitution (1) généralisée. 

Passons aux propriétés générales de cette substitution. 

Si la substitution (1) est elliptique, elle change en eux-memes tous 
les points du cercle C qui passe par les deux points doubles, qui a son 
centre dans le plan des £y au milieu de la droite qui joint ces deux 
points doubles, et dont le plan est perpendiculaire au plan des £y. Elle 
change également en eux-mémes une infinité de cercles dont la propriété 
;aracteristique est que toutes les sphères qui passent par ces cercles 
coupent orthogonalement le cercle € précédemment défini. Nous appel- 
lerons ce cercle C, cercle double de la substitution elliptique. 


vr 
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Si-la substitution (1) est hyperbolique, il n'y a que deux points de 
lespace qui ne sont pas altérés par la substitution, ce sont les deux 
points doubles situés dans le plan des & La substitution change en 
elles-mémes toutes les circonférences et toutes les spheres qui passent par 
ces deux points. 

Si la substitution (1) est parabolique, il n'y a qu'un seul point 
double inaltéré par cette opération qui change d'ailleurs en elles-mémes 
toutes les circonférences et toutes les sphères qui sont tangentes au point 
double à une certaine droite du plan des &. 

Supposons enfin que la substitution (1) soit loxodromique; elle n'al- 
térera pas le cercle C qui a pour diamétre la droite qui joint les points 
doubles ét dont le plan est normal au plan des £y. Mais a l'exception 
des points doubles, elle altérera tous les points de ce cercle. 

En résumé, toute substitution qui n'altére pas un point situé en 
dehors du plan des &7 est elliptique. 

Nous avons vu plus haut que le substitution (1) généralisée trans- 
forme toute figure infiniment petite en une figure infiniment petite sem- 
blable. Cherchons le rapport de similitude. Si l'on considére une in- 
version unique, il est évident que les dimensions homologues de deux 
figures infiniment petites transformées l'une de l'autre, seront entre elles 
comme les coordonnées £ des centres de gravité de ces figures. Il en 
sera done de méme quand au lieu d'une inversion unique on envisagera 


EN, 
Oe- 


la résultante de plusieurs inversions, c'est à dire la substitution (1) g 


néralisée. 

Si done on appelle ds, dw ou dv un arc de courbe infiniment petit, 
ou une aire plane ou courbe infiniment petite, ou un volume infiniment 
petit, et si C est la distance de cet arc, de cette aire ou de ce volume 
au plan des £», si on appelle ds’, dw’ ou dv’ les transformés de ds, dw 
ou dv par la substitution (1) généralisée et si ¢’ est la distance de ds’, dw’ 
ou dv’ au plan des £y, on aura: 


ds dei dw dw’ dv dv 
(6) Ta Faire? F3 pr 
- Ss > - - - 


Nous dirons que deux figures sont congruentes lorsqu'elles seront trans- 
formées l'une de l'autre par une opération telle que la substitution (1) 
généralisée. 
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Nous appellerons Z d'un are, l'intégrale: 


| "ds 


étendue aux différents éléments de cet are. Nous appellerons S d'une 


t 


aire plane ou courbe, l'intégrale 


étendue aux divers éléments de cette aire et enfin nous appellerons V 
d'un solide, l'intéerale 


étendue aux divers éléments de ce solide. 

— Il résulte des équations (6) que deux ares congruents ont méme Z, 
que deux aires congruentes ont méme S et deux solides congruents 
méme JV. 

Supposons maintenant que l'on enléve aux mots droite et plan leur 
signification pour appeler droite ou plan toute circonférence ou toute 
sphere qui coupe orthogonalement le plan des e. Supposons aussi qu'en- 
levant aux mots longueurs, surfaces et volumes leur signification, on 
appelle ainci ce que nous venons d'appeler L, S et V. Supposons enfin 
qu'on conserve aux mots circonférence, sphére et angle leur signification 
habituelle. On reconnaitra alors qu'interprétés de la sorte, tous les 
théorèmes de la géométrie non-euclidienne de LOBATSCHEWSKT, c'est à dire 
de la géométrie qui n'admet pas le postulatum d'EvcripE, sont parfaite- 
ment exacts, On voit aussi quel lien il y a entre la théorie des substi- 
tutions linéaires et la géométrie non-euclidienne. C'est de ce méme lien 
que M. Krem a fait usage pour trouver tous les groupes d'ordre fini 
contenus dans le groupe linéaire. 
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Cx 
I 


§ 2. Groupes discontimus. 


Je me propose de former les groupes discontinus qui sont dérivés 
d'un nombre fini de substitutions linéaires à coéfficients imaginaires. Mais 
avant d'aller plus loin, il y a lieu de faire une distinction qui n'avait 
pas de raison d'étre dans la théorie des groupes fuchsiens, mais qui est 
ici d'une importance capitale. Cette distinction a été trés nettement établie 
par M. Kirin (Mathematische Annalen, Bd XXI, page 176). 

Nous appellerons substitution infinitésimale toute substitution linéaire 
telle que les modules de 4 — 1, 9, 7, 0 — 1 soient infiniment petits, 

Si un groupe contient une substitution infinitésimale, c'est à dire si 
lon peut trouver dans ce groupe des substitutions telles que les quatre 
modules cités plus haut soient plus petits que toute quantité donnée sans 
étre nuls, le groupe est continu. 

Mais parmi les groupes qui ne satisfont pas à cette condition, c'est 
à dire parmi les groupes discontinus, il y a lieu de distinguer deux classes, 
que nous appellerons les groupes proprement et improprement discontinus. 

Un groupe sera improprement discontinu dans le voisinage d'un 
point z, si dans un domaine D enveloppant le point z, on peut trouver 
une infinité de transformés de ce point par les substitutions du groupe, 
et cela quelque petit que soit ke domaine D. 

Le groupe sera proprement discontinu dans le cas contraire. 

Si par exemple il s'agit d'un groupe de substitutions appliquées à 
une quantité réelle z, on pourra prendre pour le domaine D le segment 
de droite compris entre le point z— + et le point z+ e; sil s'agit de 
substitutions appliquées à une quantité imaginaire z ou à un point z du 
plan, le domaine D sera un cercle ayant pour centre le point z; s'il s'agit 
d'un point P de l'espace, D sera une sphére ayant P pour centre, etc. 

Pour éclaircir ce qui précède par un exemple simple, considérons le 
groupe formé par les substitutions: ; 


MAE EN 
d 72 D) 


Acta mathematica, 3. Imprimé 21 Aoüt 1883. 8 
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où a, f, 7, © sont des entiers réels, tels que ad — fy — 1. Il est clair 
que ce eroupe ne contient pas de substitution infinitésimale, il est done 
discontinu, On voit de plus que si 2 est réel, on peut choisir a, B, 7,0 


| az + 4) 
mod | z — —— 
Te + 7) 


de telle facon que 


soit aussi petit que l'on veut, sans étre nul; tandis que cela est impossible 
si z est imaginaire. Le groupe est done improprement discontinu pour 
z réel et proprement discontinu pour z imaginaire. 

Ce qui fait que nous n'avons pas eu à faire cette distinction dans le 
cas des groupes fuchsiens, c'est que tout groupe discontinu formé de 


N 


substitutions réelles est proprement discontinu toutes les fois que z est 
imaginaire. C'est ce que je vais démontrer ici; car la démonstration que 
je veux donner de ce fait permettra de comprendre plus facilement ce 
qui se rapporte au cas plus général qui nous oceupe dans ce mémoire. 

Soit G un groupe quelconque formé de substitutions réelles, soit z 
un point imaginaire quelconque; supposons que dans tout domaine D 
entourant le point z il y ait une infinité de transformés de ce point 
par des substitutions de @, je dis que ce groupe contiendra des substi- 
tutions infinitésimales. 

En effet je dirai qu'une quantité qui dépend d'une variable e est 
de l'ordre de < si elle s'annule avec cette variable et qu'une substitution 
est de l'ordre de ¢ si a— 1, 9 — 1, fj et y s’annulent avec e. Cela posé: 

1" Toute substitution Y qui change g en z+ £, C étant une quantité 
infiniment petite de l'ordre de e, peut étre regardée comme la résultante 
d'une substitution elliptiqué S qui admet le point z comme point double 
et d'une substitution hyperbolique s qui est infinitésimale et de l'ordre 
de e. Nous écrirons: 


y — Ss. 


- 


2" Si s et s, sont deux substitutions de l'ordre de & leur résultante 
ss, sera aussi infinitésimale et de l'ordre de e. 

3° Si s est une substitution de l'ordre de & et 5 une substitution 
finie, la résultante de la substitution inverse de 5, de s et de 5, résul- 
tante que nous écrirons S^'sS(') sera infinitésimale et de l’ordre de e. 





(') Nous désignerons suivant l'usage par la notation /S ' la substitution inverse de 
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4° Si S et 5, sont deux substitutions elliptiques ayant le point z 
pour point double, elles seront permutables, c'est à dire que lon aura: 
? , 


(1) SS, = S, S, S, — Sr! S, S. 


Maintenant par hypothese nous avons dans le groupe une infinite de 
ERWARTEN Cine mp ex Gye ee etant-des 


7 
quantités de l'ordre de e. Soient Y et Y, deux quelconques d'entre elles. 


substitutions qui changent 


On aura 


S et S, admettant le point z comme point double, s et s, étant infini- 
tésimales. 
La substitution 
yyy) y—1 


-- -ı 


fera partie du groupe; elle ne se réduira pas à la substitution identique 
(2, 2) parce qu'en général Y et Y, n'auront pas méme point double. 
Je dis qu'elle sera infinitésimale. En effet elle peut s'écrire: 


SsS, ume ASIE ACH, Sy 
ou en vertu de la relation (1) 


SsS^1 S, Ss, ES SE S 


Or en appliquant les principes 2° et 3° de la page 58, on verrait 


1 


successivement que SsS~*, que 5,5 !, que S(s,s )S^, que (85,518 5, 


que S,(Ss,s Ss; ')S;!, et enfin que 
(SS Ses EE SMS su US. 5) 


sont infinitésimales et de l'ordre de e. 
Le groupe contient done une substitution infinitésimale, il est continu. 
Mais si un groupe de substitutions réelles ne peut étre improprement 

discontinu dans le voisinage d'un point z imaginaire, il peut au contraire 

être improprement discontinu dans le voisinage d'un point z réel En 

effet les groupes fuchsiens de la 1”, de la 2° et de la 5 


ne 


familles, 





S, par la notation SS, la résultante de S et de S,, par la notation S” la résultante de 


m substitutions S successives. 
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c'est à dire ceux dont les polygones générateurs n'ont pas de côté de la 
2° sorte, sont improprement discontinus dans le voisinage de tous les 
points z réels Au contraire les groupes fuchsiens des autres familles 
sont proprement discontinus dans le voisinage des points réels qui appar- 
tiennent à un côté de la 2° sorte du polygone générateur ou d'un de 
ses transformés; ils ne sont impropreinent discontinus que dans le voisinage 
des points singuliers. 

tevenons à l'étude des groupes formés de substitutions imaginaires 
ou plutót des substitutions plus générales définies dans le paragraphe 
précédent. ! 

Je dis qu'un pareil groupe ne peut étre improprement discontinu 
dans Je voisinage d'un point P situé en dehors du plan des £y. Soit en 
effet un pareil point P situé au dessus du plan des £y et un domaine D 
entourant ce point P. Supposons que quelque petit que soit ce domaine 
D, il contienne une infinité de transformes du point P par les substitutions 
du groupe; je dis que le groupe sera continu, En effet: 

1" Soit N une substitution qui change P en P', la distance PP’ 
étant infinitésimale de Vordre de ¢; je dis qu'on pourra écrire: 

D NS 


s 


S étant une substitution elliptique dont le cercle double passe par P et 
s étant une substitution hyperbolique infinitesimale de l'ordre de s. En 
effet la substitution X" changera P’ en P. Il existera une substitution 
hyperbolique infinitesimale qui changera 7" en P puisque les points 7" 


1 


et P sont infiniment voisins. Je l'appelle s”' et je pose: 


Sa = ss Nd ous 


La substitution S n'altérera pas le point P; done d'aprés les principes 
du paragraphe précédent, ce sera une substitution elliptique dont le cercle 
double passe par P. C. GE 

2° et 3": Les principes 2° et 3° de la page 58 subsistent ici, cela est 
évident. 

4" Si S et 5, sont deux substitutions elliptiques ayant méme cercle 
double, on aura: 


SS, = 8,8, S, = 88,8, 
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5° Si 5, est une substitution elliptique ayant pour cercle double C; 
si Cj est un cercle orthogonal au plan des £x, et rencontrant le cercle 
C en un point P sous un angle infiniment petit, on pourra poser: 


5, — S 6 


vr 


S; étant une substitution elliptique admettant Cj; pour cercle double et 
o étant une substitution elliptique infinitésimale. 
Cela posé, nous avons par hypothése dans le groupe une infinité de 


transformations NX, X, X... qui changent P en des points infiniment 
voisins. On aura: 


$, $,,... seront infinitésimales pendant que S, S,, $,,... seront des sub- 
stitutions elliptiques dont les cercles doubles passeront par 7. On aura 
done une infinité de substitutions elliptiques dont les cercles doubles 
passeront par P. Il faut de toute nécessité que l'on puisse trouver parmi 


elles deux substitutions S et S, dont les cercles doubles C et C, se 


1 
coupent sous un angle nul ou infiniment petit. On pourra alors poser: 


À Or 
5, = O10 


c étant infinitésimale ou se réduisant a la substitution identique et S| 
admettant méme cercle double € que 5 de telle facon que l'on ait: 


Si E SSI: 


Considérons done ces deux substitutions 5 et 5, et les substitutions 
correspondantes NX, X. La substitution 


ll 


--| -| 


fera partie du groupe; je dis qu'elle sera infinitésimale. En effet elle 
peut s'écrire: : 
SSID SS 


ou bien 


ou enfin: 
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» » » » 2^ lt 03 » » 
bw 4 » » gud esc Ss » » 
B » » » D y == T. Sg \ » » 
ec» » » ac, etes m » 
Enfin »  » » » 2! lly ERES » » 


G. Qi. D: 

Ainsi done si nous envisageons un groupe discontinu, il sera propre- 
ment discontinu pour tout point P situé en dehors du plan des &xy. Il 
résulte de là que toute la partie de l'espace située au dessus de ce plan 
sera divisée en une infinité de régions R,, R,,...R;,...; qu'à chacune de 
ces régions correspondra une des substitutions du groupe, à la région À, 
par exemple la substitution S,, et de telle facon que cette substitution 
S, change À, en R,. C’est tout à fait la méme chose que ce que nous 
avons observé pour les groupes fuchsiens. 

Mais ce que nous nous proposons, c'est d'obtenir des groupes de sub- 
stitutions imaginaires proprement discontinus méme pour les points du 
plan des £y. Ce sont ceux-là seuls en effet qui peuvent étre utiles dans 
la théorie des fonctions. 

Eh bien, rappelons-nous ce que nous avons observé pour les groupes 
fuchsiens. Ces groupes sont tous proprement discontinus pour les valeurs 
imaginaires de z, de sorte que la partie du plan située au-dessus de l'axe 
des quantités réelles, se trouve divisée en une infinite de polygones Zi, 
R,,...h,,.... Comment voit-on alors si le groupe reste proprement 
discontinu pour les valeurs réelles de z? Si le polygone R, n'a pas de 
côté de la 2° sorte, c'est à dire s'il est tout entier au dessus de luxe des 
quantités réelles, le groupe est improprement discontinu pour les valeurs 
réelles de z; il est proprement discontinu, au contraire, si R, a un cóté 
de la 2° sorte, c'est à dire si tout un côté de ce polygone appartient à 
laxe des quantités réelles. 

C'est la méme chose ici; si la région À, définie plus haut est toute 
entiére au dessus du plan des £y, ou n'a avec ce plan qu'un point com- 
mun ou une ligne commune, le groupe est improprement discontinu pour 
les points du plan des £y; il est proprement discontinu, au contraire, si 
une portion de la surface de la région A, appartient à ce plan. 


Co 
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$3. Polygones générateurs. 


Considérons un groupe de substitutions imaginaires proprement discon- 
tinu, méme pour les points du plan des &. 

Nous dirons que c'est un groupe kleinéen. Un pareil groupe sub- 
divisera une partie du plan des & en une infinité de régions À,, f,,... 
R,,..., de telle facon qu'à chaque région À, corresponde une substitution 
S, du groupe qui change À, en Z,. Considérons la région R, et une 


autre région quelconque f, limitrophe de Z,; elles seront séparées par 


1 
une portion du perimetre de A, qui leur servira de frontiére commune 
et que jappellerai côté de R,. Maintenant un pareil côté pourra étre 
une courbe fermée ou un are de courbe limité à deux points qui seront 
des sommets de R,. Soit C un quelconque des côtés de R,, il y aura 
toujours un autre côté C' de À,, tel qu'une des substitutions du groupe 
change C en C'. Les côtés C et C' seront dits conjugués. 

La subdivision du plan ou d'une partie du plan en une infinité de 
régions R peut se faire d'une infinité de manicres. (Cf $$ 4 et 9 du 
Mémoire sur les groupes fuchsiens.) Commencons par donner quelques 
définitions. La région À, s'appellera polygone générateur du groupe; 
je dirai que deux régions À et AR’ sont équivalentes par rapport à un 
groupe G quand on peut passer de l'une à lautre de la facon suivante: 
décomposons A en un certain nombre de parties rj, rj...7;. Soit r/ 
la transformée de 7’, par une substitution S; du groupe G. L'ensemble 


des régions partielles 7”, devra former la nouvelle région A". Il est 
clair que si A, est un polygone générateur du groupe G, on pourra 
prendre aussi pour polygone générateur de ce groupe, toute région équi- 
valente à A,. Supposons en particulier qu'on retranche de A, une portion 
quelconque P, de sa surface et qu'on ajoute à R, la surface P trans- 
formée de P, 
tient ainsi une région À — A, + P;— P, équivalente à 7, et on pourra 


; eue a Snémiteudr MS Irem ' 
par conséquent remplacer le polygone générateur À, par le polygone R’,. 


par une queleonque des substitutions du groupe. On ob- 


Nous pouvons profiter de cette circonstance pour simplifier la région 


R,. En effet, soit C un côté quelconque de À, et C' son conjugué. Si 
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C est un cóté fermé, il en est de méme de C'; si au contraire C est un 
côté ouvert ab, C' sera aussi un côté ouvert ab’. Dans le premier cas 
appelons A un cercle quelconque; dans le second, K sera un are de 
cercle limité aux deux sommets a et b du côté C. Soit maintenant KA’ 
le transformé de K par celle des substitutions du groupe qui change C 
en C'. Dans le premier cas, A’ sera, comme A, un cercle fermé; dans 
le second cas, A" sera un are de cercle limité aux deux sommets a’ et D! 
du côté C' Appelons 7, la portion du plan comprise entre K et €; 
P, la portion comprise entre A’ et C'. P, sera la transformée de P 


0 
par une des substitutions du groupe. Nous pourrons done remplacer la 
région À, par Rj = Rh, — P, + P,. Dans la nouvelle région Aj, les 


côtés C et C' sont remplacés par les côtés A et A" qui sont des ares 
de cercle. 

Il est bon de remarquér que la région À, n'est pas ainsi entiére- 
ment définie, car le cercle A n'est pas absolument déterminé par les 
conditions que nous lui avons imposées. | 

En opérant de méme sur chacun des côtés de R,, on finira par 
arriver à remplacer À, par une région analogue dont tous les côtés 
seront des cercles ou des ares de cercle. 

On peut rencontrer ici la méme difficulté que nous avons observée 
dans le $ 4 du Mémoire sur les groupes fuchsiens. Il peut se faire que 
la region P, telle que nous l'avons définie ne fasse pas tout entiere 
partie de R,. Dans ces conditions on arriverait à une région À concave, 
au sens donné à ee mot dans le paragraphe cité; on tournerait la diffi- 
culté comme dans ce paragraphe. 

Nous pouvons donc toujours supposer que la région A, est un po- 
lygone limité par des cercles et des ares de cercle; mais il peut se faire 
que ee polygone ne soit pas simplement connexe, mais présente une con- 
nexion d'un ordre plus élevé. 

Reportons-nous en effet au cas des groupes fuchsiens, à ceux de la 
3° famille, par exemple. Le polygone A, tel que nous l'avons défini 
dans le Mémoire des Acta Mathematica I est simplement connexe et li- 
mité par des côtés de la 1° et de la 2° sorte, mais si on adjoint au 
polygone R,, le polygone Z5 symétrique de À, par rapport à l'axe des 
quantités réelles, la région totale A, + Ry qui est l'analogue de la région 


HR, étudiée ici, sera multiplement connexe. 
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Nous serons conduits, ici comme dans le $ 5 du Mémoire sur les 
groupes fuchsiens, à distribuer en cycles les sommets de R,, mais comme 
nous n'avons ici rien d'analogue aux côtés de la 2° sorte, nous n'aurons 
que des cycles fermés et pas de cycles owverts. Soit A, un sommet quel- 
conque de 4; soient A,, 4,,....4, , les sommets qui appartiennent au 


méme cycle que A,, écrits dans l'ordre ou on les rencontre en appli- 


0? 
quant la regle du paragraphe cité. Décrivons autour de A, un contour 
infiniment petit et supposons qu'en suivant ce contour on rencontre suc- 
gessvemeng^ les polygones KR), Roy Hoyos HS, Sr ven, le 
sommet A, considéré comme appartenant à À, sera lhomologue de À;; 
considéré comme appartenant à R,, il sera l'homologue de A,. Il suit 
de là que la substitution qui change À, en À, admet A, pour point 
double. Elle peut étre d'ailleurs elliptique, parabolique ou hyperbolique, 
mais non loxodromique. Cette quatrième hypothèse doit être rejetée. 

En effet soit A — pe" le multiplicateur d'une substitution loxodro- 
mique; soit p un nombre entier assez grand pour que pw > 27. Désig- 
nons par X, l'ensemble des polygones Z4, R,,... A, ,; par Y, l'ensemble 
des polygones R 


nd 


Rss. Ron, cest à dire la transformée de 3, par 


notre substitution loxodromique; soit ensuite N, la transformée de X; 
X, celle de .YX,, etc. Il est aisé de voir que Y, recouvrira partiellement 
lune des régions ¥,, 3,,... Y, ,, ce qui est absurde puisque le groupe 
est supposé proprement discontinu. 

Reste à examiner les trois premières hypotheses. 

Dans le 1° cas, nous dirons que le cycle est elliptique(); la somme 
des angles du cycle devra étre une partie aliquote de 27. 

Dans le 2* cas, le cycle sera parabolique. 

Tous les angles du cycle seront nuls. 

Dans le 3* cas, nous aurons un cycle hyperbolique, tous les angles 
du cycle seront encore nuls Nous verrons dans le paragraphe suivant 
qu'on peut toujours remplacer le polygone Z par un autre équivalent 


et n'admettant pas de cycle hyperbolique (?). 





(') Les cycles que nous appelons ici elliptiques, paraboliques et hyperboliques sont 
analogues respectivement aux cycles de la 1"* catégorie, de la 3° sous-catégorie et de la 
4* sous-catégorie du Mémoire sur les groupes fuchsiens. 

( Nous avons vu déjà aux SS 9 et II du Mémoire sur les groupes fuchsiens et 
au S 2 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, que tout groupe du 2" ordre de la 2°, 
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Je dis maintenant qu'on peut toujours supposer qu'un cycle donné 
se compose d'un seul sommet. En effet, reprenons le polygone R,, le 
sommet A, de ce polygone et les sommets 4,, 4,,... 4, , qui appartien- 
nent au méme: cycle. Considérons aussi le contour infiniment petit que 
nous avons décrit autour de A, et les polygones À, R,,... que l'on 
rencontre successivement en suivant ce contour. Soit S, la substitution 
qui change R, en Z4. Decomposons le polygone À, en # polygones par- 
tiels r,, 0, ry... 7, 4, de telle facon que le polygone partiel r, admette 
le sommet À, et.n’admette aucun des autres sommets A,, 4,,... A, à. 
Soit maintenant r/ le transformé de r, par 8, Alors v; ne différera pas 
de r,; l'ensemble des régions partielles x, 71,... Tr formera un po- 
lygone Fj, qui sera équivalent à À, et qui pourra par conséquent servir 
de polygone générateur pour notre groupe. Mais &, admet le sommet 
A,, et de telle facon que le eyele dont fait partie A, né se compose 


que de ce seul sommet. 


0? 


$ 4. Polyedres générateurs. 


Considérons maintenant la moitié de l'espace située au dessus du plan 
des & et la subdivision de cette portion de l'espace en une infinité de 
régions P,, P,,... P,,..., telles que la substitution S; de notre groupe 
change P, en P.. | 

Considérons la région P, et une région quelconque P, limitrophe de 
P,; elles seront séparées par une portion de la surface de P, que j'ap- 
pellerai une face de P,; je dirai que ce sera une face de la 1^" sorte. 
Si une portion du plan des £y fait partie de la superficie de P,, ce sera 
une face de la 2° sorte. Ces dénominations sont tout à fait analogues à 


celles que nous avons employées dans la théorie des groupes fuchsiens. 





de la 4°, de la 6° ou de la 7° familles, est identique à un groupe de la 3° ou de la 5° 
familles, ou à un groupe du I" ordre de la 6° ou de la 7° familles. En d'autres termes, 
si.le polygone générateur d'un groupe fuchsien admet un cycle de la 4° sous-eatégorie, 
on peut toujours par le procédé du § 9 le remplacer par un autre polygone n admettant 


pas de cycle de cette catégorie. Il en est de même ici. 


* 
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Deux faces limitrophes de P, seront séparées par une ardte. Cette aréte 


ere 


sera de la 1** sorte si elle sépare deux faces de la 1° sorte et de la 


1e 


2* sorte si elle sépare une face de la sorte et une de la 2* sorte. 
Les faces de la 1° sorte seront conjuguces deux a deux, de telle facon 
que chacune de ces faces soit changée en sa conjuguée par l'une des 
substitutions du groupe. Il résulte de là que deux faces conjuguées sont 


congruentes. 


De méme que les faces se répartissent en paires, de méme les arêtes 
se repartissent en cycles à la facon des sommets des polygones générateurs. 
Soit A, une aréte quelconque de la 1° sorte; voici comment on trouvera 
les arétes du méme cycle. Soit F, lune des faces que sépare l'aréte À; 
F, sa conjuguée; les faces F, et PF, sont congruentes. Soit A, celle des 


ü 


arêtes de F, qui est homologue de A,; elle séparera la face P d'une 
autre face F\. Nous opérerons sur la face F\ et sur l'arête A, comme 
nous avons opéré sur la face PF, et laréte A,. Nous obtiendrons ainsi 
mie suite de" faces #5" E^, Bo, Pr,..., et une suite d’aretes 4 >A, AL; 


8 


Toutes les arétes ainsi obtenues feront partie d'un méme cycle. 


Soient An, 4-4 A 


Supposons qu'autour de l'aréte A, nous décrivions un contour infiniment 


.. et nous nous arréterons quand nous retomberons sur l'aréte 4,. 


ces arétes que HE suppose au nombre de n. 


n—1 


petit; en décrivant ce contour on traversera successivement g régions P 
2 D 


B 


1 
sera lhomologue de 4,; considérée comme appartenant à P,, elle sera 


... P... Si i<n, laréte A, considérée comme appartenant à P. 
2 q-—1 ? 0 l i 


l'homologue de A,. Ainsi la substitution qui change P, en P, n'altére 
pas A,. Il suit de la: 


1° que 7 est un nombre entier. 
TL 


0 


2" que la substitution qui change P, en P, est elliptique et a pour mal- 
A 
tiplicateur €*^;. 
3' que laréte A, est un cercle symétrique par rapport au plan des £y. 
4° que la somme des diédres relatifs aux différentes arétes du cycle est 
une partie aliquote de 27. 
Ainsi toutes les arêtes de la 1" sorte sont des circonférences dont le 
plan est perpendiculaire au plan des & et dont le centre est dans ce plan. 
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Les extrémités des arctes s'appelleront des sommets. Parmi les som- 
inets nous distinguerons: 

I" ceux qui sont en dehors du plan des £y, auxquels aboutissent trois 
ou plusieurs arétes de la 1°" sorte. 

2" ceux qui sont sur le plan des £y, auxquels aboutiront une ou plusi- 
eurs arêtes de la 1" sorte et deux arêtes de la 2° sorte. 

3' Il faut ajouter aussi les sommets isolés. Si deux faces sont tangentes 
entre elles, le point de contact peut être en effet regardé comme un 
sommet et cependant il n'appartient à aucune aréte. 

Tl est clair que l'on peut remplacer, comme dans le paragraphe précé- 
dent, la région P, par toute autre région P, équivalente. Je dis qu'on pourra 
toujours s'arranger de telle facon que 7, soit un polyedre limité par des 
sphères ou par des portions de spheres. Toutes les faces de la 1°" sorte 
seront des sphéres ou portions de sphéres ayant leur centre dans le plan 
des £5; toutes les arétes seront des circonferences ou des arcs de cercle. 

Soit en effet F une face quelconque de la premiere sorte, F’ sa 
conjuguée; S la substitution qui change F en F'. Plusieurs cas sont 
possibles: 

1" ou bien la face F est limitée par une aréte de la 2° sorte et cette 
aréte est une courbe fermée. On appellera alors F, une demi-sphére 
quelconque ayant son centre dans le plan des £p, et Q 


0 
limitée par Æ et J’; la substitution 5’ changera alors / en une 
L e 1 


la region 


autre demi-sphere /j et Q, en @ région limitée par F’ et F\. 
Les régions P, et P, = P, — Q, + % seront alors équivalentes. 
2° ou bien la face F est limitée par deux arêtes dont une de la ı“° 
sorte et admet deux sommets. On raisonnera de la méme facon; 
on devra seulement s’astreindre à faire passer la sphère Æ par 
laréte de la 1i'* sorte, qui est une circonférence d'après ce qu'on 
a vu plus haut. | 
ou bien la face / admet plusieurs arétes de la 1° sorte situées sur 


une méme sphère Y qui a son centre dans le plan des &y Dans 


e 


ce cas la sphere PF, devra être la sphère X. 
4’ ou bien enfin les différentes arctes de la 1°° sorte de la face F ne 
sont pas sur une méme sphére ayant son centre dans le plan des 
£y. Dans ce cas, nous pourrons partager la face F en plusieurs 


autres f, f', f". Je supposerai par exemple que la face partielle f£ 
, | l ] | 


e. 
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n'est contigüe qu'à la face f', que f' n'est contigüe qu'à f et à f"; 
f" a f' et à f", ete. Je supposerai que la face partielle f est sé- 
parée de la face f' par une ligne a’, dont les extrémités sont // et 
7; que la face f' est séparée de la face f" par une ligne «’ dont 
les extrémités sont (g/ et 7”, etc. Je supposerai que toutes les arêtes 
de la 1** sorte contenues dans f et les sommets ff et 7’ sont sur une 
méme sphere f, ayant son centre dans le plan des £y; que les arétes 
de la 1° sorte contenues dans f' et les sommets f", 7’, 9", 7" sont 
sur une méme sphere f; ayant son centre dans le plan des £m, etc. 
et ainsi de suite.. On envisagera la portion de f, limitée par les 
arêtes de la 1° sorte de f et par l'intersection de f, et de fi; la 
portion de fj limitée par les arétes de la 1° sorte de f' et par les 
intersections de fj avec f, et fj', etc.- L'ensemble de ces portions 
de surfaces sphériques formera la nouvelle face F\ sur laquelle on 
raisonnera comme plus haut. 

Dans tous les cas on aura remplacé la région P, par une autre 
équivalente, mais ou les faces F et F’ seront remplacées par les faces 
F, et Fi formées de portions de sphères ayant leurs centres dans le plan 
des & En opérant de méme sur toutes les faces de la 1° sorte de la 
région P,, on remplacera cette région par une autre équivalente dont 
toutes les faces de la 1° sorte seront formées de pareilles portions de 
surfaces sphériques. 

En résumé nous pourrons toujours supposer que notre région P, est 
un polyedre dont toutes les faces de la 1° sorte sont des portions de 
spheres ayant leurs centres dans le plan des £y. Nous l'appellerons 
polyédre générateur du groupe. 

On voit aisément qu'un pareil polyédre ne peut avoir de sommet 
isolé en dehors du plan des &. 

Les faces de la 2* sorte du polyédre générateur P, seront des poly- 
cones limités par des arcs de cercle, et ces arcs de cercle seront les traces 
des faces de la 1° sorte sur le plan des £y. Ces polygones peuvent 
être regardés comme les polygones générateurs d'un groupe kleinéen. 

Supposons que notre polyédre P, ait » faces de la 2° sorte I’), 

%,... F$; le polyedre homologue. P, aura aussi # faces de la 2° sorte 


Fi FL... Fi. Si Yon excepte certains points ou certaines lignes sin- 
gulieres, tout point du plan des £y appartient à l'une des faces Ff de 
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l'un des polyedres P,, et il ne peut d'ailleurs appartenir qu'à l'une d'elles, 
puisque aucun point de l'espace n'appartient à plus d'un polyédre P,. 

Le groupe est done proprement discontinu méme pour les points du 
plan des £y si Ton excepte toujours les points et les lignes singulières 
dont il a été question plus haut. 

Le groupe considéré est done kleinéen. 

Le plan des &7 sera partagé en » régions ZU, R’,... R"; la région R* 
se subdivise elle-même en une infinité de polygones F}, Ft, F},... F5... 
telles que la substitution S, change 7, en Fi. | 

Ainsi on peut prendre pour polygone générateur du groupe, lune 
queleonque des faces de la 2* sorte du polyédre générateur, c'est à dire 
un polygone ayant pour cótés les cercles qui ont méme centre et méme 
rayon que les spheres qui forment les faces de la 1°" sorte de ce polyédre. 

La réciproque n'est pas vraie. Considérons un groupe kleinéen quel- 
conque, et soit A, lun des polygones que lon peut choisir pour son po- 
lygone générateur; construisons les sphéres qui ont méme centre et méme 
rayon que les ares de cercle qui servent de cótés à ce polygone et en- 
visageons le polyedre P, limité par ces sphères. En general ce ne sera 
pas un polyedre générateur du groupe. En effet dans un polyédre géné- 
rateur deux faces conjuguées doivent être congruentes. Or considérons 
un cote quelconque be de Z,, les côtés adjacents ab et cd, le côté con- 
jugué V'c', les côtés adjacents wb’ et c'd'. Construisons les sphères #, S,, 
S,, S,, $,, S, correspondant respectivement à ces six côtés. A chaque 
cóté de R, correspondra une face de P,. Au cóté be correspondra la 
portion de la surface de S, qui est limitée par l’intersection de cette 
sphére avec S, et S,; 
5, qui est limitée par l'intersection de cette sphère avec S, et S,. Ce 


au côté b’c' correspondra la portion de la surface de 


devraient étre la deux faces conjuguées de P,; or ces deux faces ne 
seront pas en général congruentes. [ 

Pour que le polyedre P, soit un polyédre générateur du groupe, il 
faut et il suffit que ses faces conjuguées soient congruentes, et pour cela, 
voici quelle est la condition nécessaire et suffisante. 

Soit encore be un côté de R,, ab et cd les côtés adjacents, b'e’ le 
côté conjugué, ab et c'd' les côtés adjacents. Prolongeons les cercles 
dont font partie ces six côtés. Soit 5, le second point d'intersection des 
cercles ab et be, et de méme c,, Di, ¢ les intersections respectives de 


———— 
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be et de cd; de ab’ et de bc’; de be’ et de c’d’. Le rapport anharmonique 
des quatre points bcb,c, doit être égal à celui des quatre points DV’e’biei. 

Parmi les polygones équivalents à 7Z,, qui sont en nombre infini et 
qui peuvent étre choisis comme polygones générateurs, il y en a toujours 
qui remplissent cette condition, puisque tout groupe kleinéen est propre- 
ment discontinu pour les points non situés sur le plan des £y et admet 
par consequent un polyédre générateur. Nous supposerons toujours que 
le polygone A, a été choisi de facon à satisfaire à cette condition. 

A chaque côté de À, correspondra alors une face de P,; à deux 
côtés conjugués, correspondront deux faces conjuguées. A chaque sommet 
de A, appartenant à un cycle elliptique correspondra une aréte de P, et 
aux divers sommets d'un inéme cycle, correspondront les diverses arêtes 
d'un méme cycle; à un sommet de À, appartenant à un cycle parabolique 
ou hyperbolique correspondra un sommet isolé de P,. On voit ainsi que 
les sommets isolés de P, se repartissent en cycles. À 

Je dis maintenant qu'on peut toujours supposer que À, et par con- 
séquent P, n'admettent pas de cycle hyperbolique. En effet supposons 
que P, admette un sommet isolé appartenant à un cycle hyperbolique, 
je dis qu'on pourra remplacer ce polyédre par un autre équivalent n'ad- 
mettant pas de cycle hyperbolique. En effet, d’apres ce qu'on a vu à la 
fin du paragraphe précédent, on peut toujours supposer que ce cycle 
hyperbolique se compose d'un seul sommet A. 

Le sommet A est un sommet isolé de P,, 


point de contact de deux faces de la 1i** sorte de P,, tangentes l'une à 


c'est à dire qu'il est le 
l'autre, et que jappellerai F et Æ. Ces deux faces sont conjuguées; 
car si elles ne l'étaient pas, le cycle dont fait partie A devrait contenir 
encore d'autres sommets. Une des substitutions du groupe, que j'appelle 
S, changera F en 4”, et elle sera hyperbolique, par hypothèse. La face 
F ne sera limitée par aucune aréte, ou bien elle le sera par une seule 
aréte, ou bien par plus d'une aréte. Je dis d'abord qu'on peut toujours 
supposer que le troisième cas ne se présentera pas. En effet s'il se pré- 
sentait, on tracerait sur la face F une demi-circonférence, dont le plan 
devrait être perpendiculaire au plan des £y, et qui devrait être assez 
petite pour étre toute entière contenue dans la face F; cela est toujours 
possible. Cette demi-circonférence partagerait la face F en deux autres 
F, et. F,; F, contiendrait par exemple le sommet A; la face 7" congru- 
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ente à F se diviserait de méme en deux autres 7j et P; congruentes 
respectivement à F\ et à F,. Le sommet A fera alors partie de deux 
faces F, et PF; qui ne seront limitées que par une seule aréte. 

Supposons done que la face 7 admette au plus une aréte. Con- 
struisons une sphère 4 peu différente de F. Si la face F admet une 
aréte, j'assujettirai la sphere 4 à passer par cette aréte. La substitution 
hyperbolique S changera ® en une autre sphere 4", et l'on aura toujours 
pu choisir ® de telle facon que ces deux spheres ne se coupent ni ne 
se touchent. Il suffit pour cela que la sphere 4 différe suffisamment 
peu de F et que, si A et B sont les deux points doubles de la substitu- 
tion S, ces deux points soient l'un intérieur, l'autre extérieur à 4. Soit 
p, la portion de l'espace comprise entre ® et P, p, la portion comprise 
entre ® et F'. La substitution S changera p, en pj. Le polyedre 
P, = P,—p, + » est done équivalent à P,; done il peut servir de 
polyédre générateur. Mais il ne possede plus le sommet hyperbolique A, 
puisque les sphères ® et ®' ne se coupent pas. 

Nous pouvons donc toujours supposer que notre polygone R, et 
notre polyédre P, ne présentent pas de cycle hyperbolique; c'est ce que 
nous ferons désormais. 


$ 5. Existence des groupes kleinéens. 


Supposons un polyédre générateur P, satisfaisant aux conditions 
énoneées dans le paragraphe précédent: ses faces conjuguées sont congru- 
entes, ses arêtes de la 1'"* sorte se répartissent en cycles elliptiques, de 
telle facon que la somme des diédres correspondant aux arétes d'un méme 
cycle soit une partie aliquote de 2z. Le groupe correspondant à ce 
polyédre est enticrement défini. Il reste à démontrer que ce groupe est 
discontinu, c'est à dire que les polyédres transformés de P, remplissent 
toute la partie de l'espace située au-dessus du plan des £p et ne se 
recouvrent pas mutuellement. 

La démonstration est tout à fait la méme que dans le cas des groupes 


fuchsiens. 
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Soit en effet A un point quelconque intérieur à P,, B un point 
situé au dessus du plan des £y. Joignons A à B par un arc de courbe 
AMB ne coupant pas ce plan. Cet are sortira du polyédre P, par une 
face de la 1° sorte, on pourra construire le polyédre P, limitrophe de 
P, le long de cette face; l'are AMB sortira de P, par une certaine face, 
on construira le polyédre P, limitrophe de P, le long de cette face, et 
ainsi de suite. 

Voici ce que nous avons à démontrer: 


1" Qu'aprés un nombre fini d'opérations on arrive à un polyédre P, à 


n 


l'intérieur duquel se trouve le point B. 


2" Que si le point B se confond avec le point A, de telle facon que 
l'arc AMB se réduise à un contour fermé AMA, le polyédre P «8e 
confond avec P,. 

Le premier point s'établit comme dans la théorie des groupes fuch- 
siens. 

La L de l'arc AMB étant une longueur finie L, je dis que cet arc 
ne pourra rencontrer qu'un nombre fini de polyédres P, ou, ce qui 
revient au méme, un nombre fini de faces F de la 1° sorte appartenant 


à ces polyédres. En effet, on établit aisément les lemmes suivants. 


I. On peut trouver un nombre entier v assez grand pour que v polyedres 
5 1 
P quelconques et v faces F quelconques ne puissent avoir d'autre 
| | 
point commun qu'un sommet parabolique. 


II. Si v faces n'ont pas de sommet parabolique commun et n'ont par 
conséquent aucun point commun, et si un are de courbe traversé 

ces v faces, la L de cet arc est supérieure à une certaine limite A. 
II. Tout are qui ne rencontre pas le plan des £p, ne peut traverser 

qu'un nombre fini de faces F ayant un sommet parabolique commun. 

(Voir 8$ 1 et 6 du Mémoire sur les groupes fuchsiens.) 

Il résulte de la que quand lare AMB aura traversé = faces P, il 
ne pourra plus traverser que des faces ayant un sommet parabolique 
commun, et en vertu du lemine III, il n'en traversera qu'un nonibre fini. 

Le premier point une fois démontré, le second s'établit sans peine. 
En effet on voit immédiatement qu'il suffit de le démontrer pour un 
contour AMA infiniment petit. Or le théoréme est évident pour un 


Acta mathematica. 3. Imprimé 94 Aoüt 1883. 10 


74 H. Poinearé. 


pareil contour, soit qu'il ne tourne pas autour d'une aréte de la 1°"* sorte, 
soit méme quil tourne autour d'une pareille aréte, puisque par hypothèse, 
cette aréte fait partie d'un cycle dont la somme des diedres est une partie 
aliquote de 27. 

Pour les détails de la démonstration, je renverrai au $ 6 du Mémoire 
sur les groupes fuchsiens. 

Ainsi les polyédres P, ne se recouvrent pas mutuellement; si P, 
admet une face de la 2° sorte À, dont les transformées sont les faces R, 
des polyedres P,, ces faces R, ne se recouvrent pas non plus mutuelle- 
ment. Ainsi notre polygone générateur et ses transformés ne se recouvrent pas. 

C'est ce point que je voulais établir, et, pour y parvenir, j'ai eu 
recours à un artifice dont je ne pouvais guére me dispenser dans le cas 
général; jai dü passer du plan à l'espace, et des polygones R aux po- 
lyedres P. Mais si ce détour est nécessaire dans le cas le plus général, 
on peut sen affranchir dans un grand nombre de cas particuliers; c'est 
ce que nous verrons plus loin. 


§ 6. Classification, 


Parmi les groupes kleinéens, il en est qui doivent attirer particuliére- 
ment l'attention à cause de leur importance au point de vue des appli- 
cations. Ce sont ceux dont les groupes fuchsiens sont des cas particuliers, 
de telle sorte qu'on peut passer d'un pareil groupe kleinéen à un groupe 
fuchsien en faisant varier d'une façon continue certains paramètres. Ce 
seront les groupes de la 1** espèce. 

Ceux de la 2* espéce seront ceux qui ne jouiront pas de cette pro- 
priété. 

On peut classer aussi les groupes kleinéens en genres. Nous défini- 
rons le genre du polygone générateur AR, comme dans le $ 8 du Mémoire 
sur les groupes fuchsiens et le genre d'un groupe sera celui de son po- 
lygone générateur. 

Voici maintenant quelque chose d'analogue à la classification en 


familles. 
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Nous classerons d'abord les polyédres générateurs d'aprés le nombre 
de leurs faces de la 2° sorte. C'est là en effet un point fort important; 
car si un polyédre P, a n faces de la 2° sorte, le plan des £y se trouve 
divisé en # parties et chacune de ces parties en une infinité de polygones 
R de telle facon qu'à chaque substitution du groupe corresponde un po- 
lygone A et un seul. 

Nous classerons ensuite les polyédres qui admettent un méme nombre 
de faces de la 2° sorte en familles, selon qu'ils admettent ou n'admettent 
pas des cycles elliptiques, ou des cycles paraboliques. 

Donnons le détail de cette classification. pour les. groupes les plus 
importants qui sont ceux de la 1" espece, en conservant aux familles 
les mémes numéros que dans la théorie des groupes fuchsiens. 

1" Polyédres admettant 2 faces de la 2* sorte. 

17* famille. Admettent des cycles elliptiques. 
2° famille. Admettent des cycles paraboliques. 
6° famille. Admettent des cycles elliptiques et paraboliques. 

2" Polyedres admettant ı face de la 2* sorte. 

3° famille. Polyedres dont toutes les faces de la 1° sorte sont des 
demi-sphéres complctes, ne se coupant ni ne se touchant 
mutuellement et qui n'admettent ni cycle elliptique, ni 
cycle parabolique. 

4° famille. Admettent des cycles paraboliques. 

5° famille. Admettent des cycles elliptiques. 

7° famille. Admettent des cycles elliptiques et paraboliques. 


S 7. Troisième famille. 


Voici quel est le mode de génération des groupes de la 3° famille. 

Considérons 2» cercles qui ne se coupent ni ne se touchent; je 
supposerai, pour fixer les idées, que ces 27 cercles solent tous extérieurs 
les uns aux autres. Le polygone R, sera la portion du plan qui est 
extérieure à la fois à tous ces cercles. J’appelle ces cercles ©, C. 


Ina 
p C5... C,. Je suppose que les cercles C; et C; soient conjuguées. 


re 
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Soit S, une substitution qui change €, en €; et de telle façon que l'ex- 
térieur de C, se change dans l'intérieur de C;. S, est alors une substi- 
tution hyperbolique ou loxodromique dont un point double est intérieur 
à C, et l’autre à C;. 

Le groupe dérivé des substitutions S, est alors un groupe kleinéen 
de la 3"* famille. 

Pu démontrer que ce groupe est discontinu, il n'est pas nécessaire 
d'avoir recours à la marche détournée du $ 5. En effet, construisons le 
polygone AR, limitrophe de À, le long de Cj, c'est à dire le transformé : 
de A, par la substitution #;; il sera tout entier à l'intérieur de Cj. 
L'ensemble des polygones R, et R, se compose alors de la partie du plan 
extérieure à la fois à 4» — 2 cercles (extérieurs les uns aux autres) qui 
servent de côtés à ces deux polygones. Soit ©, lun de ces cercles; si 
l'on veut construire le polygone À, limitrophe de À, ou de R, le long 
de C,, ce polygone sera tout entier intérieur à C, et ede de suite. On 
voit aisément en continuant de la sorte que les polygones ainsi construits 
ne peuvent se recouvrir mutuellement, et par conséquent que le groupe 
est discontinu. 

Quelles sont maintenant les conditions imposées aux substitutions S;? 
Ces n substitutions doivent être telles que lon puisse trouver n cercles 
Dir C,,:.. C,, de. telle facon ‘que ces. m cercles et leurs. transformés 
respectifs Ci, Cj,... C soient tous extérieurs les uns aux autres. Ce 
ne sont là que des conditions d'inégalité; ainsi le groupe dérivé de n 
substitutions est discontinu, pourvu que les coéfficients de ces substitutions 
satisfassent à certaines inégalités. 

Parmi les groupes de la 3"* famille il en est qui méritent une 
mention particulière. On peut supposer que le polygone R, est symé- 
trique par rapport à un certain cercle C,,,, de telle facon que les cercles 
conjuguées C, et C soient symétriques l'un de l'autre, et que toutes les 
substitutions du groupe puissent s'obtenir en combinant les inversions par 
rapport aux cercles CL, C,,.:. C,, C,,,. Nous dirons alors que le groupe 
est symétrique. 


-1 
ed 
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$ 8. Deuxième Famille. 


Supposons que 2n cercles C,, C,,... C,, solent situés de telle sorte 


0 


ı° qu'ils soient tous extérieurs les uns aux autres; 2° que le cercle €, 


i 
Y 


touche extérieurement les cereles C, , et C,,,; 3° que le cercle C,, touche 
extérieurement les cercles C,, , et C,. Appelons A, le point de contact 
des cercles C, , et C, et .4, le point de contact des cercles C, et C,. 
Le plan se trouve divisé en trois parties: 1* le polygone R, extérieur à 
chacun des cercles C et intérieur à la figure formée par l'ensemble de 
ces cercles; ce sera notre polygone générateur; 2° le polygone Aj, extérieur 
à la fois à tous ces cercles et à la figure formée par leur ensemble; 
3" enfin l'intérieur des divers cercles C. 
Si nous formons le polyédre générateur P,, 

ce polyédre présentera 25 faces de la 1i'* sorte Fist. 
formées par les surfaces des sphéres qui ont méme 
centre et méme rayon que les cercles C; 2 faces 
de la 2° sorte qui seront les polygones R, et fj 
et 2n sommets isolés A, , 4,,... As,. Je supposerai 
que les faces C, et C,,,, ; sont conjuguées et que le 
polyèdre admet #+ 1 cycles paraboliques, formés 
Deli As M od 
petes nis deb dius Aui. Cela suppose 
que nous avons entre les sommets A la relation: 





respectivement des sommets A,; A 


eA AR ed 4 YA A). (A Ass), 


Ici, comme dans le paragraphe précédent, la discontinuité du groupe 
peut se démontrer directement, sans qu'il soit besoin de recourir à l'ar- 
tifice du $ 5. On voit que le plan se décompose en deux domaines D 
‚et D'; le premier est recouvert par le polygone AR, et ses transformés, 
le second par le polygone fj, et ses transformés. Ces deux domaines 
sont séparés par une ligne L, si lon peut appeler cela une ligne. 

Supposons que l'on ait construit un certain nombre de polygones 
R,; R,,... R, et les polygones correspondants Ry, R;,... Ri. On sera 
certain: I" que tout point faisant partie de l'un des polygones R appar- 
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tiendra au domaine D; 2’ que tout point faisant partie de l'un des po- 
lygones AR’ appartiendra au domaine D’; 3° que tout sommet de l’un des 
polygones R appartient à la ligne L. 

Les sommets de divers polygones R forment eine unendliche Punkt- 
menge(") P et pour obtenir la ligne Z, il faut ajouter à cette Punktmenge 
son erste Ableitung P'. On voit que la ligne LL est eine perfecte und zu- 
sammenhängende Punktmenge. C’est dans ce sens que c'est une ligne. Mais 
nous allons voir qu'elle ne jouit pas de toutes les propriétés que nous 
sommes habitués à attribuer aux lignes. 

Cherchons d'abord si cette ligne possede une tangente. A ce point 
de vue nous devons distinguer les points de la Punktmenge P et ceux 
qui appartiennent à son Ableitung P' sans appartenir à P. Envisageons 
d'abord un point de P; je dis qu'en ce point il y aura une tangente. 
D'abord nous pouvons supposer que ce point est un sommet de R,, car 
rien ne distingue R, des autres polygones R,; nous pouvons supposer que 
ce point est précisément A,, car cé qui distingue A, des autres sommets 
de R,, c'est que le cycle dont fait partie A, ne contient pas d'autre 
sommet; or nous avons vu à la fin du $ 3 que l'on peut toujours sup- 
poser qu'un cycle donné ne se compose que d'un seul sommet. Le groupe 
envisagé contiendra alors une certaine substitution parabolique S'qui aura 


A 


pour point double. Soit 


( I I Fa» 
SAN Maec 1) 


\ 1 


cette substitution. Soit N un point tel que: 
arg (N — A,) = — arg ^. 

Joignons A,N, je dis que A,N sera tangente à notre ligne 7L. Voici ce 
que j'entends par là. Supposons que p et w soient les coordonnées po- 
laires d'un point de Z en prenant A, pour pôle et 4, N pour axe po- 
laire; je dis que quand p tendra vers o, « tendra vers o, de telle façon 
que. A,N sera la limite d'une sécante A,B, de la ligne L, lorsque le 
point B, se rapprochera indéfiniment de A,. 

Pour démontrer cela, je vais construire deux cercles K et K’ se 





() Pour le sens précis des diverses expressions allemandes que je vais employer, 
voir Cantor: Grundlagen einer Mannichfaltigkeitslehre. leipzig, Teubner 1883. Voir 


aussi la traduction française de ee mémoire: Acta mathematica. 2, pag. 381—408. 
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touchant extérieurement en A, et tangents tous deux à A,N. Je choi- 
sirai le cercle K de telle facon qu'il coupe les côtés A,A, et A,A,, du 
polygone À, et ne coupe aucun autre côté de ce polygone. De même 
le cercle K’ devra couper les côtés 4,4, et A,A,, du polygone Rj et 
ne couper aucun autre côté de ce polygone. Soit r, la partie de À, qui 
est intérieure à K et r, la partie de R, qui est intérieure à K’. Il est 
clair que les transformés successifs de r, par les puissances positives et 
négatives de la substitution S rempliront tout ce cercle. AK, de sorte que 
ce cercle fait tout entier partie du domaine D. De méme le cercle K’ 
fera tout entier partie du domaine D’. Il en résulte que la ligne Z est 
tout entiére dans la portion du plan extérieure à la fois aux deux cercles 
K et K. Cela suffit pour démontrer le théorème énoncé. 

Toutefois la ligne A,N ne jouit pas des mémes propriétés que les 
tangentes aux lignes ordinaires. On voit aisément en effet, que si l'on 
joint par une droite BC deux points B et C de la Punktmenge P, et que 
lon fasse tendre B et C simultanément vers le point A,, la limite de 
la droite BC n'est pas en général la tangente A,N. Considérons en effet 
deux points B, et C, de la Punktmenge P, choisis de telle sorte que le 
cercle A,B,C, ne soit pas tangent à AN. Considérons les transformés 
successifs B,C,, D,C,,..., B,C, de B,C, par les puissances positives de 
S. Quand » croitra indéfiniment B, et C, se rapprocheront de A, et 
l'angle de B,C, avec A,N tendra vers une limite finie. De plus j'ai tout 
lieu de croire quil n'y a pas de tangente aux points de L qui ne font 
pas partie de P. 

Je dis maintenant que la ligne Z n'a pas de cercle osculateur. Je 
dis que si on mene un cercle & tangent en A, à la droite A, N et pas- 
sant par un point D, de L, ce cercle ne tendra pas vers une limite dé- 
terminée lorsque le point B, se rapprochera du point À. Menons en 
effet deux cercles A’ et A” tangents tous deux en A, à la droite A, N et 
passant respectivement par deux points Bj et D, de la ligne Z. Soient 

1» By,..., D, les transformés successifs de D, par les puissances de 5$. 
Ils seront tous sur A’ et deviendront infiniment rapprochés de A, quand 
n deviendra infini. 

Done si le cercle osculateur existait ce devrait être le cercle k’. 
Mais ce devrait être en méme temps le cercle 4". Done le cercle oscula- 
teur n'existe pas. 
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J'en ai dit assez, je pense, pour faire comprendre à quel point la 
ligne ZL differe d'une ligne analytique. 


8 9. Growpes symétriques. 


Considérons un polygone //, limité par n + 1 arcs de cercle A,A,, 
A,A,,..., M 14, VA, 4,74," Be coupant ‘en «^ 1 pons 
4, 
lygones // symétriques de //, par rapport à ses divers côtés, puis les 


1? 
»+++, 4,4 qui sont les sommets de ce polygone. Construisons les po- 


polygones symétriques des a + 1 polygones // par rapport à leurs divers 
cótés et ainsi de suite. Si les divers polygones ainsi construits ne se re- 
couvrent pas mutuellement, on aura un groupe kleinéen. 

Soit /l, le polygone symétrique de //, par rapport au côté 4,,,4,; 
le polygone // + 11 = R, sera le polygone générateur du groupe; il 
nee RE REN 


et les côtés symétriques de /R. Deux côtés symétriques seront d'ailleurs 


admettra 2n côtés, à savoir les » côtés 4, 4,, A,A 


conjugués. 

La premiére condition évidemment nécessaire pour que le groupe 
soit discontinu, c'est que tous les angles A,, 4,,..., 4,, 4,,, du po- 
lygone //, soient nuls ou soient des parties aliquotes de x; ils sont done 


tous droits ou aigus. 
Supposons cette condition remplie et construisons le polyédre P, 
générateur du groupe. Pour cela construisons les sphères 3,, X,,..., X, 


qui ont méme centre et méme rayon que les ares de cercle À, 4,, A,4,, 


+. Anyıd,. Ces spheres limiteront un certain polyedre K,. On con- 
struira ensuite le polyédre A; symétrique de A, par rapport à la sphère 


Ya. Le polyèdre P, = K, + A; sera alors le polyédre générateur du 


groupe. 
Les sphères X,,, et PX, se couperont suivant une circonférence C, 


qui coupera le plan des & en deux points A, et B, dont le premier est 


un sommet de //,. De méme les sphères N, , et X, se couperont suivant 


une circonférence C, qui coupera le plan des & en deux points A, et D, 
dont le premier est un sommet de //,. 
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Cela posé, on peut faire diverses hypotheses. 

1° On peut supposer que les spheres Y n'ont pas d'autre intersection que 
les circonférences C,, C,,... C,,,. C’est ce qui arrive par exemple 
dans le cas de la figure 2. Dans ce cas le 


polyedre A, admet deux faces de la 2° sorte Fig 2. 

IT, et A,. La face A, est formée dans le "E. i 
cas de la figure 2 de la portion du plan fi x À 
extérieure au contour polygonal curviligne aus | Ws 
B,B,B, ... B,,,. Le polyedre K, admet en j Me n ay => 
outre n + 1 faces de la 1° sorte qui sont ( ENS | 
les portions’ ‘des «spheres 2, 3,57 2s ny * d 
limitées respectivement par les circonférences \ 


Chen €. eli, iowa er Cy, etim + 1 Av UPS Bas A, 
arêtes de la 1° sorte qui sont ces circon- 

ferences elles-mêmes. Le polyedre P, = K, + Kj admet de méme 
2 faces de la 2° sorte, 22 faces de la 1° sorte et 2m arètes de la 
1*° sorte. 

Les conditions de discontinuité du groupe sont remplies et nous 
avons un groupe kleinéen. De plus il est de la 1° espèce, car on 
peut en déformant d'une maniére continue le polygone //, passer au 
cas où les côtés de ce polygone sont orthogonaux à une circonférence, 
c'est à dire au cas des groupes fuchsiens. Le plan est divisé en deux 
domaines D et D', le premier rempli par le polygone R, et ses trans- 
formés, le second par le polygone A, et ses transformés. 

2° On pourrait supposer aussi que les sphères XY admettent d'autres in- 
tersections que les circonférences C,, C,,... C,,,, qu'elles se coupent 
par exemple suivant d'autres circonférences k,, k,,... k,; mais que 
ces circonférences restent tout entières extérieures au polyédre A, 
de telle facon qu’elles ne soient pas des arêtes de ce polyédre. 
Mais il est aisé de voir que cette supposition est incompatible avec 
l'hypothèse que nous avons faite que les angles de //, sont tous 
droits ou aigus. 

3° On peut supposer que le polyédre A, admet comme arêtes, outre les 
eirconferences C, une ou plusieurs des circonférences k et que les 
angles diédres correspondants ne sont pas des parties aliquotes de x. 
Il est clair alors que le groupe n'est pas discontinu. 


Acta mathematica, 3. Imprimé 24 Aoüt 1883. 11 
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4° Il peut arriver enfin que le polyédre K, admette comme arêtes, outre 
les circonférences C, une ou plusieurs des circonférences k et que les 
diedres correspondants soient des parties aliquotes de 7. Dans ce cas 
le groupe est discontinu, mais on ne peut passer au cas des groupes 
fuchsiens en déformant le polygone //. Le groupe est done de la: 
2° espece. 


Prenons comme exemple le cas de la figure 3. Le polygone //, est 


Fig. 3. 





un quadrilatere A,A,A,A, dont deux côtés opposés A, A, et A,A, sont 
des lignes droites qui prolongées vont se couper en F. Je suppose de 
plus que les angles A,, A,, A,, A, et F sont des parties aliquotes de x. 
Le polyedre A, n'admet alors que des diédres égaux à des parties ali- 
quotes de 7. Il a trois faces de la 2° sorte, //,, M, et T,; il a quatre 
faces de la 1°" sorte faisant partie respectivement des spheres 4, 4, et 4,4, 
et des plans A,A, et A,A,. Le groupe 6G considéré est done discontinu. 

Si l'on prend le polyédre A; symétrique de X, par rapport à la droite 
A,A,, l'ensemble de ces polyédres sera P, et aura pour faces de la 2° 
sorte IJ, + Il, M, + M, et T, + T, en appelant /,, M; et T, les po- 
lygones symétriques de //, M, et T,. Le plan des &7 va se trouver 
divisé en trois domaines D, D' et D" recouverts respectivement par les 
transformés de //, + IR, par ceux de M, + M, et par ceux de 7, + T;. 

Etudions d'abord le domaine D'. Supposons qu'on construise les 
triangles symétriques de JM, par rapport à ses trois côtés, puis les tri- 
angles symétriques de ceux-ci par rapport à leurs divers côtés et ainsi de 
suite, Tous les triangles ainsi construits recouvriront un certain cercle /7 
qui a pour centre F et qui coupe orthogonalement le cercle A, A,B, B,. 
Ce cercle H sera done une partie du domaine D’, mais une partie seule- 
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ment. En effet, le cercle H est recouvert par les transformés de M, + M; 
par certaines substitutions du groupe G. Ces substitutions s'obtiennent 
en combinant de toutes les maniéres possibles les trois inversions par 
rapport aux cercles FB,, FB, et B,B,, de telle facon. que le nombre 
total des substitutions combinées soit pair. Ces substitutions forment un 
groupe g qui est fuchsien et qui est un sous-groupe du groupe kleinden 
G. Pour avoir les autres transformés du quadrilatere M, + M, et par 
conséquent les autres parties du domaine D’, il faut prendre les symé- 
triques du cercle H par rapport au cercle 4,4, et à ses transformés. 
On obtient ainsi une infinité de cercles H,, H,,... dont l'ensemble con- 
stitue le domaine D’. Ce domaine n'est donc pas d'une seule piece. 

Il en est de méme de D". En effet on démontrerait de méme qu'en 


^ 


construisant les triangles symétriques de T, par rapport aux trois cótés 
de ce triangle, puis les triangles symétriques de ceux-ci par rapport à 
leurs divers cótés, et ainsi de suite, on obtient tous les transformés de 
T, + T, par les substitutions d'un sous-groupe fuchsien g, du groupe 
kleinéen G. Ces transformés recouvrent la portion du plan extérieure a 
un certain cercle J et cette portion du plan ainsi que l'intérieur des 
divers cercles J,, J,,... symétriques de J par rapport au cercle A, A, 
et à ses transformés, constituent le domaine D”. 

Au contraire le domaine D est d'une seule piece. Si en effet nous 
construisons les polygones symétriques de //, par rapport aux cótés de 
ce quadrilatére, puis les polygones symétriques de ceux-ci par rapport à 
leurs divers cótés, et ainsi de suite, nous obtenons évidemment tous les 
transformés de //, + Il, et par conséquent tout le domaine D. Mais la 
figure ainsi formée par ces polygones que l'on construit successivement à 
cóté les uns des autres est d'une seule piece. Il en est done de méme 
de D. 

Ce domaine D est d'ailleurs limité par les circonférences H, H,, 
H,,..., J, J,, d,,...; il nest done pas simplement connexe. Cette cir- 
constance aurait rendu presque impossible la démonstration directe de la 
discontinuité du groupe et nécessitait l'emploi de l'artifice dont nous 
avons fait usage. 

L'existence de ces domaines limités par un nombre infini de cercles 
a été signalée pour la première fois par M. Kier. 
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§ 10. Premiere famille. 


Dans le $ 11 du Mémoire sur les groupes fuchsiens, nous avons 
envisagé (page 56) un hexagone ABCDEF, dont les côtés AB et CD, 
CD et DE, EF et FA sont conjugués et dont les angles B, D, F et 
A J- + E sont des parties aliquotes de 2z. Deformons cet hexagone 
de facon que ses angles continuent à satisfaire à cette condition, mais que 
ses côtés ne soient plus orthogonaux à un méme cercle fondamental et 
cherchons à quelle condition il restera le polygone générateur d'un 
groupe kleinéen. 

Considérons done le groupe engendré par notre hexagone déformé 
ABCDEF. Il sera évidemment dérivé de trois substitutions elliptiques 
S,, S, et S, qui ont respectivement pour points doubles B et B’, D et 
D', F et F' et pour multiplicateurs &?, €", &'*, 8, à et © désignant les 
angles B, D et F. 


S, change BA en BC 
S, » DC en DE 
S » FE en FA. 


La combinaison 
8,5,8, E 8, 
est aussi une substitution elliptique qui a pour points doubles A et À’ 


et pour multiplicateur €", a désignant langle À + C + E. 
Les combinaisons 


S,8,5, — S, et SSS, = S. 


a 


ont aussi pour multiplicateurs e ' 
doubles C et C', E et E. 
Voyons maintenant quelles relations doivent avoir lieu entre ces 


et elles ont respectivement pour points 


points doubles et ces multiplicateurs. 


—— 
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Soient z, le transformé de z.par S,, z, celui de z, par S,, 2, celui 
de z, par S,; z, sera par conséquent le transformé de z par S, et nous 
aurons les relations: 

z,—B Asc —B 


Ie 





z, — PB z — D' 
2 aD eg D 
z,— D' 2, 
(1) | 
a—F wn—F 
CUm Ne 
2, 7r A —ia 2 A 
=e 
Z = Ar 2 — As 


En differentiant les relations (1), on trouve: 

















dz, ig dz da, zig: dz 
me = -— RL 
(a — B) @— By (a — B) («— B) 
dz, id dz, dz, iF dz 
ine na? 7 5 Se Ten NE 
(2) Du DUMP OQ Gest AE GARDE (s, — Dy 
2 
dz, ig dz, dz, —ip dz, 
na — 1^3 T e 2 
(pP) Ga) HK) (z, — F) 
dz, —ia dz dz 3 ia dz 
7a ae UN TT , 1c : 
aa) u CHA} (2, — 4} (z— AP 


Parmi les relations (2) envisageons les trois premières de la seconde 
colonne et la dernière de la première colonne et faison y, 7 — À d’où 
z — C, z, — É, z, =A; il viendra en combinant les relations ainsi 
obtenues de manière à éliminer dz, dz, dz,, dz: 


(A — B)(C — D'(E zd _ g(—8—9—$) 
(C— BYE — DY(A— FF)? 
ou: 


AC Dim nr 
(B— CXD— EXF — 4) 





£e 3 





Une discussion facile montre que c'est le signe + qui convient. 
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Dans le cas où les quatre angles a, 9, 9 et g sont nuls, c'est à dire 
dans le cas où la groupe se réduit à la 2° famille la relation (3) devient: 


A). 





(A — BC — DYE — F) = (B — C(D — EF 


Supposons donc qu'on se donne, outre les angles a, f, 0, e, six 
points doubles 4, B, C, D, E, F de facon à satisfaire à la relation (3). 
Les trois points doubles D', D' et F’ sont alors déterminés par les équa- 











tions: 
C—B ip A—B E — D iQ —D AL. gy Eee 
TEST SEF Raw OE. AE" E — fF 


et les trois points doubles A’, C' et E’ par les relations: 


VB „dB 


WD ae C= 0 (Cg 
C= ge D 


Open 
BD ot Lip are eee 








Il n’arrivera pas en général que les quatre points A, B, A’, B’ 
seront sur un méme cercle. Il en sera de méme des points B, D', C et 
C;-C, C, D et D' ete. Il résulte de là que si nous construisons le 
polyédre P, générateur du groupe, la face de la 2* sorte de ce po- 
lyédre ne sera pas en général l'hexagone ABCDEF, mais un dodécagone, 
ainsi qu'on va le voir: 

Voici en effet comment on peut construire le polyedre P,. 

Considérons 6 cercles K,, K,,... K, passant respectivement par A 
et A’, par B et B', par C et C', par D et D', par E et E', par F et F. 
Les deux premiers se couperont en H, et //;, les deux suivants en H, 
et Hi, les deux derniers en H, et Hj. Soient maintenant Kj et A; les 
transformés de K, et K, par $,; ils passeront, Je premier par C et C, 
le second par B et D' et ils se couperont en J, et Jj. 

Soient de méme Kj et K; les transformés de K, et de K, par $,; 
K; et Kj les transformés de K, et de. K, par S,. Ces quatre cercles 
passeront respectivement par E et J£, par D et D', par A et A’, par F 
et F’ et ils se couperont les deux premiers en J, et J;, les deux der- 
niers en J, et J;. 

Je suppose que ces différents cercles n'aient pas d'autre point d'inter- 
section que ceux que je viens d'énumérer et que la position relative de 
ces divers cereles et points soit celle qui est indiquée par la figure 4. 
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Dans ce cas construisons les spheres XY, et 3; qui ont méme centre et 
méme rayon que les cercles X, et A7. Puis envisageons le polyedre P, 
formé par la portion du plan extérieure à ces douze spheres. Ce po- 





lyédre aura deux faces de la 2° sorte, À, et RH, qui seront respectivement 
les portions du plan intérieure et extérieure à l'anneau formé par les 
douze cercles K, et A7; il aura douze faces de la 1° sorte formées par 
des portions des sphères x, et 3%; ces douze faces seront conjuguées deux 


=i 
à deux de telle facon que la face X; soit conjuguée de Y. Le polyédre 


P 


0 
tions deux à deux des spheres 3, et Y;; ces arétes se répartiront en 7 


ei) 


admettra douze arétes de la premiére sorte formées par les intersec- 


cycles ainsi que l'indique le tableau suivant. 





Numéro du cycle | Arétes faisant partie du cycle | Somme des diédres du cycle 
ET AA’, CC’ et EE a 
2 BB B 
3 DD D 
4 FF e 
5 HD EC LT. 27 
6 Hs eb IJ, 27 
7 HH ee 2x 











Aux quatre premiers cyeles correspondent les substitutions elliptiques 
S,, S,, S, et S,; aux trois derniers la substitution identique. Si donc 


x 
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les cercles A, et A; sont dans la situation relative indiquée par la figure 
4, le groupe considéré, dont le polyédre générateur sera P, sera discontinu. 

Notre groupe sera done kleinéen, pourvu que les points doubles 
A, B, C, D, E, F satisfassent non-seulement à la relation (3) mais à 
des inégalités exprimant que les douze cercles K, et A; sont dans la 
situation relative indiquée par la figure 4. 

Le plan se trouve partagé en deux domaines limités par une ligne 
L. Voici comment on peut trouver la génération de la ligne L: on 
considere l'ensemble des points doubles de toutes les substitutions hyper- 
boliques ou loxodromiques du groupe. Ces points doubles forment une 
Punktmenge P; si on y adjoint son erste Ableitung P’, on aura la ligne L. 


S 11. Fonctions kleinéennes. 


Soit G un groupe kleinéen quelconque et soient 


diz + f 
2 — 
! ne +O; 
les diverses substitutions de ce groupe. Formons comme dans la théorie 
des fonctions fuchsiennes la série suivante: 


: 0 e — diz + Pi 20 > —2m 
4a) (= Y A (EE) ie +a) 








l'algorithme H(z) représentant une fonction rationnelle de z dont aucun 
infini ne se confond avec un point singulier du groupe, et m designant 
un entier plus grand que 1. 

Cette série est convergente. Dans le $ 1 du Mémoire sur les fone- 
tions fuchsiennes, nous avons donné deux démonstrations de la convergence 
de cette série. La premiere de ces démonstrations subsiste dans le cas 
qui nous occupe; il n'en serait pas de méme de la seconde. 

A tout groupe kleinéen correspondent done une infinité de fonctions 
thétakleinéennes #(z) et de fonctions kleinéennes Æ(2) jouissant des pro- 
priétés 


oo 
© 
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: (=) : 6(z) (riz + à)" 
[if i 


p (eee) S fno 
Vie + 9i 


Ces fonctions jouissent des mémes propriétés que les fonctions fuchsiennes 
et thétafuchsiennes. Par conséquent toutes les fonctions kleinéennes s'ex- 
priment rationnellement à l'aide de deux d'entre elles, x et y, entre les- 
quelles il y a une relation. algébrique 


(2) | fle, y) =0 


dont le genre est égal a celui du groupe G. Quand ce genre est nul, 
toutes les fonctions kleinéennes s'expriment rationnellement à l'aide de. 
l'une d'entre elles que j'appelle «. 

Si je pose: 


VE yan 
HT V dx’ Pih Medis 


sont deux intégrales de l'équation linéaire: 





v, et v, 


(3) 


qui se réduit à 


( ? d^v ( 
— = o(2)v 
3) = dx? * 
dans le cas où le genre est nul (Cf § 4 du Mémoire sur les fonctions 
fuchsiennes); dans ces équations c désigne une fonction rationnelle. 
; | ¢ 5 
Examinons quelques cas particuliers, et d'abord reprenons l'équation 
(3) des paragraphes 5 et 7 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes: 
d*w Pe) 


da Q?@) i 





ou 


Q(x) = (T —- a, (a — a) a OW (a P d). 
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Le polynóme P(x) est de degré 2» — 2 et je suppose qu'il satisfait aux 
n + 1 conditions suivantes 


2 I I 
P(a;) = — Q'"(ai ECT EET 
(a) e =) 


(4) 





coefficient de 2” dans P(x) = — (; Ms ) 
4  Aßazı 

Les nombres A, f,,... Buy: sont des entiers positifs qui peuvent devenir 
infinis. 

Nous avons vu que si le polynôme P(x) (outre les x + 1 conditions 
(4) qui sont compleres et qui par conséquent équivalent à 2» + 2 con- 
ditions réelles) satisfait à 2% — 4 autres conditions réelles et transcen- 
dantes, la variable x est une fonction fuchsienne du rapport des intégrales. 

Il résulte de la théorie précédente que si le polynôme P(x) satisfait 
non seulement aux conditions (4), mais à certaines inégalités, la variable æ 
sera une fonction kleinéenne du rapport des intégrales. Supposons en 
effet les conditions (4) remplies; appelons z le rapport des intégrales de 
l'équation (3); quand æ reviendra à sa valeur initiale, aprés avoir décrit 


2/7? 
; az + Bi T. 
un contour fermé C;, 2 se changera en PG et les substitutions 
i i 


Cis L^ 
^ vw + à 


formeront un groupe @. 

Si ce groupe est kleinéen, æ sera une fonction kleinéenne de z. Or 
ce groupe G, comme on le voit aisément est dérivé de » substitutions 
elliptiques ou paraboliques 5,, S,,... S,, ayant respectivement pour mul- 


tiplicateurs 


ir Qiz 2ir 2ir 


ch, Ch, CME Ra o en, 


La combinaison 
g SE 


sera aussi une substitution elliptique ou parabolique qui aura pour multi- 


plicateur: 


Or nous avons vu au paragraphe précédent qu'il suffit de certaines 


—— 
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inégalités imposées aux coëfficients d'un pareil groupe @ pour qu'il soit 
discontinu. Il suffira done aussi d'imposer certaines inégalités aux coéf- 
ficients de P(x) pour que x soit fonction uniforme de 2. 
Reprenons de méme l'équation (3) du paragraphe 6 du Mémoire sur 
les fonctions fuchsiennes 
d’v 


ar A) LE dle, y) = o. 


J'appelle a,, 0; les points analytiques différents de c;, d, et pour 


lesquels la fonction c€ devient infinie. Je suppose que la fonction ¢ 
satisfasse aux conditions suivantes: 





jo 3 
lim (y-— d;)* (=) g@, y) = = (pour z = c;, y = dj 
(5) ] 
: nca 
lim (z — aj)eg(z, y) = ——À (pour z = aj, y = bj). 
ABi 


Les nombres f, sont encore ici des entiers positifs qui peuvent devenir 
infinis. 

Nous avons vu que si la fonction ¢ satisfait en outre à certaines 
conditions transcendantes, x est fonction fuchsienne du rapport z des 
variables. De méme si cette fonction c satisfait non seulement aux 
équations (5) mais à certaines inégalités, x sera fonction kleinéenne de z. 
La démonstration serait tout à fait analogue à celle qui précède. 

Ainsi pour que dans l'équation (3) © exprimé en fonction de z soit 
une fonction kleinéenne de la 1°°, de la 2°, ou de la 6° familles, il 
suffit de certaines égalités algébriques et de certaines inégalités. Nous 
n'avons pas à nous imposer d'égalité transcendante. Il n'en est pas de 
méme pour les fonctions des autres familles. Si nous voulons par exemple 
que dans l'équation (3) x soit fonction kleinéenne de la 3'"* famille du 
“rapport z des intégrales, il faudra nous imposer certaines égalités tran- 
scendantes. 

Reprenons en effet l'équation (3) du paragraphe 8 du Mémoire sur 
les fonctions fuchsiennes 

: d’v 


dw” = g(x, y) v, L(x, y) = 
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en supposant que la fonction c satisfait aux conditions énoncées à la 
page 278 de ce paragraphe (lignes 30 et suivantes). Soit » le genre de 
la relation ¢ — 0; le groupe kleinóen de notre équation (3) devra être 
de genre n et dépendra par conséquent de 3*» — 3 paramètres complexes; 
c'est à dire précisément d'autant de paramétres qu'il y a de modules 
dans la relation f — o. Quand on se donnera cette relation ¢ = o, le 
groupe kleinéen sera done entiérement determine; il en sera done de 
méme de la fonction cg. Il résulte de là que cette fonction est assujettie, 
indépendamment des conditions algébriques de la page 278 du Mémoire 
sur les fonctions fuchsiennes, à » conditions transcendantes, puisque ces 
conditions algébriques ne suffiraient pas pour la déterminer. 


8 12. Historique. 


C’est M. Scnorrkv qui a le premier remarqué la discontinuite de 
certains groupes kleinéens (Journal für reine und angewandte Mathematik, 


\ 


Bd 83, page 346), a savoir des groupes symetriques de la 3'"* famille. 
Depuis, M. Kreıy a approfondi la théorie de ces groupes dans diverses 
notes insérées aux Mathematische Annalen (Tomes XIX, XX et XXI) et 
dans un mémoire plus étendu inséré dans le XXI° volume de ces mémes 
annales et intitulé: Ueber Rremaxxsche Functionentheorie. ; 

J'avais moi-méme dans deux notes que j'eus l'honneur de présenter 
à l'Académie des Sciences de Paris le 27 Juin et le 11 Juillet 1881 
(voir Comptes Rendus, Tomes 92 et 93) énoncé succinctement la plupart 
des résultats exposés dans le présent mémoire. 


Paris 19 Mai 1883. 


EE — a Unt —— ——À!— ————  ——— D — — Cox—)À— üt. eee eee —————— pren —— EEE ne 





SUR LA TRANSFORMATION 


DES 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


PAR 


MARTIN KRAUSE 


à ROSTOCK. 


Soit » un nombre positif impair pris à volonté, puis 


T2100, 
COME 








degré, on a, comme on suit, les équations: 


(1) 


do’, 7), = 2,80) + eso) (os + e. 
Ho's 2), = a M +2: 


av, 7), = md); + 2,90) ^ Av); + . 


(— 1)? 8v, 7), =. Mo); + 2,0 90) +. 
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un représentant pris à volonté appartenant à la transformation de °°° 


+ z.4a45(0),9(o)r ^ 


+ Dur 8(v), (v); - 


c %24190), 90): " 
2 


+ 2.490), Ho) ^. 
2 
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Dans ces équations: 


, 


EI .g em 





et les grandeurs z,, r,,... r,,, sont des constantes qui seront déterminées 


dans la suite. 
Ües équations peuvent se mettre sous la forme: 





























Ku, c), Hon We 
SSS d TX Xn 
Iv)o iis ? jv) E XR (v 
Hv’, c) Hv’, 7), Ho); Ir) ^ 9(v)s Seeds 
ee =o Hp = 
Hv’, Th Ho ya ae 
(2) 
Hw, 2), Hw. ©), Iw) Hv); (v); Iv); Hv)> + 
come 0 —— ey, X. Xn T ee 
CHE ET: ! Huy aida Noy FH DS = du} 
C (wv, 2), (v, c) (vt y Hv), 
ME 2 2 4 S5 ol gp 1, n » 
iE (v, c) Hol | Ab) + ? yo De yo), 
Alors, si on a les rapports: 
DR 02 ^ 
OF = 0, 2% — a WM =? 
ds 03 
, 2 0; , 
w = 7030’ — gi01v — tu = Mu 
js 
on aura: 
Hv), =: a, er À Hv), ~ ÿ, x j (v), "A 9, 
To), = 3, sn (u, E, SC en (u, k), Wo, — 3, dn (x, k), 
de’, PO, Hr’, A), 0, v. Th Oy 


We, t po (w', k^), 





dv’, 7), p n (ur, K), 





S 





Sur la transformation des fonctions elliptiques. 


e 
ox 


On obtient par conséquent les équations 








UA a zie = 29% + 2,92 Hsn7(u, k) J-... 2, 10,95 sn" (u, k), 
vo) "EY 

Dun (w', k’) Xv. th — 2,92 en'(u, k) + 2%? 95 en" (uw, k) dn (u, E) + … 

Oo Io) 
(3) + 2,1995! cn (u, k) dn" (u, k), 
aes dn (w', k’) TUBES — qf dn"(u, k) + 1,05 7 95 dn" "(u, k) en (u, À) +... 

Oo Yu) 
+ 2,118,831 dn (u, k) cn" "(u, Kk), 

— OW Hv’, t) 1 








ei)? Oy sn (w’, k’) Mor = 2,9} sn”(u, k) + 2,05 ^ 0; sn" (u, k) +... 
0 . 
+ zu sn (u, k). 





De ces équations on tire les trois suivantes: 











2 (M (eri inh) — = de en (w', &)) +... 
on 
n—1 n—1 Os : DA - d ; P^ Y E 
+ maa 0,917 en (u, K) dn" (u, E) — =F — en (u, hk’). sn" (wu, k))— o, 
2 Oy 
f ). n \ 
x, (# dn'(w, k) — a dn (w', k) ) +... 
Uo 
(4) ; 
Os. 0505 > 
T PUS dn (u, k) en" (u, k) — Hee ous (u, k'). sn" (a, P) =. 
Lh 
Z, (5 sn"(u, k) — Ct sn (w^, i’) ) esu: 
= 1 
ap 7. (ft sn (u, I) N A 1).2 a : 9305 E (a, i) Y sn", Bie at 
2 / 


Représentons-nous maintenant, dans les deux derniers systemes d'équa- 
tions, les fonctions sn'(w, k), en'(w, k), dn'(w, k), développées d'aprés les 
puissances de z, comme M. Hermire, D. AwpmÉE et d'autres en ont 
donné lexemple. Les coefficients sont des fonctions rationnelles connues 
des grandeurs 4,. Représentons-nous de méme les fonctions sn w', A), 
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enw’, A), dn(w, k’) et leurs produits avec sn'(w, k), développés d'aprés 
les puissances de #. Les coefficients sont des fonctions rationnelles connues 
des grandeurs 4, et O,. 

Soit enfin: 


Ü(v, Th 


Y(v)o 


2 2,4 
— cay eR A s 
ou il faut considérer les grandeurs 7,, 7,,... comme inconnues. 
Représentons-nous ces développements introduits dans les équations 
(3) et (4) et les coefficients de w°, u',... wt! également placés à droite 
et à gauche; le systéme d'équations (3) donnera lieu, en somme, à 4r 








d ions nen CE n + I 5 22 
equations linéaires a — — +r— I inconnues %,, T,,... Tntir Jy Mars 
2 
: CR N re N: EN SO fee 
et le systeme d'équations (4), à 3r équations linéaires a —— inconnues 


Ws ‘Ling ee 


2 


Quand r augmentera, les constantes 4,,... ny, pourront être ex- 
m 





primées d'une manière rationnelle par les grandeurs 9, et O, d'autant de 
manières que lon voudra. On trouve en méme temps autant de rapports 
rationnels que l'on veut entre les grandeurs 4, et O, elles-mémes. 

On peut encore multiplier ces rapports en appliquant la transforma- 
tion supplémentaire et la transformation linéaire. 

En combinant avec ce procédé de détermination des constantes le 
procédé ordinaire, au moyen duquel les constantes ou du moins leurs 
quotients sont exprimés par les grandeurs 

4 i ES mi?) ; 

j T / a 
on obtient facilement des rapports pour les valeurs partielles des fonctions 
théta, comme Gauss, JAconr SCHROETER et d'autres en ont découverts. 

Dans les cas les plus simples la méthode conduit vite au résultat. 


Posons r — o, nous avons la détermination des constantes pour » — 3, 5, 7; 
de plus on obtient pour » = 3 et » — 5 des rapports entre 4, et O,; si 
on pose r — r, on obtient en outre la détermination des constantes pour 


5» — 9, 11, 13, et des rapports modulaires pour la transformation du 
og" et du 11°” degré, ete. Dans des circonstances de ce genre cette 
méthode se recommendergit avant tout pour l'application pratique. 





UNE QUESTION DE RENTES VIAGERES 


PAR 


L. LINDELÖF 


à HELSINGFORS. 


Dans la premiere livraison des Acta mathematica M. Marmsten vient 
de publier un article intéressant sur la théorie des rentes viagéres, ayant 
pour objet de déterminer la valeur d'une pension annuelle de 1 fr. assurée 
à un groupe donné de » personnes, tant que v, au moins, d'entre elles 
restent en vie. 

Ayant eu occasion, dans une recherche statistique récemment terminée 
sur l'état d'une caisse de pension finlandaise, (^) de m'occuper d'une question 
analogue, jai été amené à l'envisager à un point de vue un peu plus 
general; et comme le résultat de cet examen n'est peut-être pas sans 
intérêt, je demande la permission de l’exposer ici en peu de mots. 

Le probléme généralisé que nous avons en vue, peut s'énoncer dans 
les termes suivants: 

Trouver la valeur annuelle d'une rente viagére, payable à la fin de 
chaque année à un groupe donné de n personnes à telles conditions, que la 
somme à payer chaque fois, au lieu d'être constante, dépende du nombre des 
survivants et qu'elle soit fixée respectivement à v,, v, 4, T, ss... v, fr. pour 
les périodes de temps successives où le groupe donné sera réduit à m, n —]1, 
n— 2, ... 1 personnes en vie. 








(') Statistiska beräkningar angiende finska civilstatens enke- och pupillkassa, Helsing- 
fors 1882. (Acta Societatis Seientiarum Fennicae, Tom. XIIT.) 
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Solent z,, 4 


l'usage des actuaires anglais nous désignons par @,, @,,, @ 


^» ++» T, les àges actuels des » personnes. Suivant 


o +. la vale 


d'une annuité (= 1) sur une, deux, trois, ... têtes, z, y, 2, ... étant les 
äges respectifs Le groupe primitif donnant lieu à 





n(n — 1) soa (oO == Hs) = fe 
p 


combinaisons distinctes de p têtes, nous désignons de plus par S, la somme 
des valeurs des annuités relatives à toutes ces combinaisons, en sorte que 


S, = dz, + az, +... + Gr, 
S, => rte E Ar zz + Arar, dE 2 m d 


et ainsi de suite. Les âges z,, x 


155. n 


o> +++ v, étant donnés, on peut calculer, 
suivant des regles connues, les valeurs des annuités a et par suite des 
sommes S. En supposant qu'on ait ainsi évalué les quantités S, , S,,... S,, 
la valeur actuelle V de la rente viagère dont il s'agit, peut s'exprimer 
au moyen d'elles par une équation, dont la forme générale résulte des 
considérations suivantes. 

Imaginons-nous une telle convention faite avec les » personnes que 
chacune d'elles recoive séparement une annuité viagére p,, et qu'en outre 
une annuité o, soit assurée à chaque combinaison de deux tétes durant 
son existence, une annuité p, à chaque combinaison de trois têtes, et ainsi 
de suite jusqu'a la combinaison unique de 7 têtes à laquelle on aura de 
méme assuré une annuité p,, les quantités p pouvant du reste être posi- 
tives ou négatives, suivant qu'il s'agit réellement de sommes à payer aux 
assurés ou à retrancher. Il est évident que les » inconnues p,, Pyy +++ Pn 
pourront étre déterminées de maniere que la somme annuelle à payer 
ainsi pendant chacune des » périodes successives s'accorde exactement 
avec la rente viagere précédemment stipulée, dont la valeur actuelle, des 


lors, sera 
(1) V = PS + pS, + PD, + eee + PrBn ; 


Il est facile d'établir les équations de condition auxquelles les inconnues 


' 


période à partir 


iéme 


p doivent satisfaire. Considérons, par exemple, la m 


de la fin, c. à. d. celle où le nombre des survivants est réduit à m per- 
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J m TUE: 
sonnes. Comme avec .ce nombre on peut former (5) combinaisons de 


A Mm . . . ^ \ 
deux tetes combinaisons de trois tétes etc, la somme annuelle à 
:) 9 , 


payer à l'ensemble de toutes ces combinaisons durant la période dont il 


m m r n 
inem cto en | e ey Ets: +1, Je 


s'agit, sera 


Faisant successivement m — 1, 2, 3, ... n, on obtient le système suivant 
d'équations 
7i TE Pi 
19 
Tg. nep. + Pa 
200 OF 
N T, = 9p, + 90, + Ps 
(2) 


n n 
r, = np, + M y. + ( Jp. AP occ 


Pour tirer de ces équations la valeur d'une inconnue quelconque p, , il 
suffit d'ajouter les m premieres d'entre elles, aprés les avoir multipliées 
respectivement par les nombres binomiaux 


pris alternativement avec les signes + et —. En effet, dans le résultat 
de cette opération linconnue p, (p — m) sera, au signe prés, affectée du 
coefficient 


i m | m — "| l5 IN = d ( m (7) 
as = i E 
p 1 p 2 p = Un — p}\p 


lequel, à cause de l'identité 


[y — 2 2 El m 
DAS p quM 


peut étre mis sous la forme 


mY | NEL Mime 1|=(" In 
lr | 1 )+ 2 En Mr i 
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et, par conséquent, s'évanouit identiquement. On aura done 


(3) m 4 m + m 
2 On = Tm — TA er E r 
Pm m 1 n 9 n mme 1 


ou bien, en faisant successivement m — 1, 2, 3, ... m, 
gc. 
Dads US m 2r, 


(4) : 


n n 
nt a n 1 (oos se || Re ir 


Les coefficients de l'équation fondamentale (1) étant déterminés, 
probléme se trouve ainsi complétement résolu. 
Dans le cas particulier traité par M. MALMSTEN on a 





PNA EN = =, qu Hemmer. ehel: 


1 PS a a Sel 


. 


Pour m > v, la formule (3) devient, dans ce cas, 


m m m m—[m-—1 
e -1-(t)*(2)- s, T,)- cn (enum 


notre 


et lon obtient pour la valeur actuelle de la rente viagére l'expression 


sulvante 


v(v + 1) 


reo. 


meg 1)...(m—1)4 


PE ECTS UL 


V=S8S,— US oi + 


gi 





qui s'accorde, sauf la notation, avec le résultat de M. MALMSTEN. 


Dans les réglements des caisses de secours il est souvent stipulé que 


la rente viagére ou pension, assurée à une famille, constitue une annuité 
fixe (— I) tant que deux ou plusieurs membres de la famille restent en 
vie, mais qu'elle se réduise à une certaine fraction 0. de cette annuité 
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pour le dernier survivant. Les coefficients o seront alors déterminés par 


la formule 


m m m in 
2. = + Are ect qa es pos. 
Pm 1 ( 1 | + I5 | oes: I i (— 1) (m 1 mt) 


et l'on aura 





i^e seq 2A). ES ml). 


Si lon suppose en particulier 4 — ©, il vient 





m — 9 
Pm == (== DE cO 
2] 
et par suite 
2 1 le 2 n Jue 
V=29, —-598, 30:8, +59, — 28, + + Sr 
o e oO oO 


C’est la formule d'apres laquelle nous avons en effet, dans le travail cité 
plus haut, calculé la table XXII, donnant pour différentes combinaisons 
d'àges les valeurs d'une pension assurée à une famille de 2, 3, ... 8 enfants. 

Dans le méme travail nous avions encore à traiter un cas où la 
. pension dépendait non seulement du nombre des survivants, mais en cer- 
taine mesure aussi de la vie d'une personne particuliére (la veuve) désignée 
d'avance. Ce cas pourrait donner lieu à une généralisation ultérieure de 
notre probléme, mais dont la discussion excéde les limites de la présente 
communication. 


EINE VERALEGEMEINERUNG DER GLEICHTIE 


TL 





rai +ax)l(i — x) = 


sin zr 
Aus einem Brief an Herrn G. Mittag-Leffler 
VON 


HJALMAR MELLIN 


IN HELSINGFORS. 


Diejenige Eigenschaft der Gammafunction, welche durch die Gleichung 


TH 


ra +a)P(1—a) = 





sin zx 


ausgedrückt wird, kann offenbar auch so angegeben werden, dass 


I 
PQ —p,2) i —p,2) «ne =) 


ist, wenn p,, p, die zwei Wurzeln der Gleichung 





bezeichnen. Dieser Satz ist nur ein Specialfall des folgenden. Sind 
Pis P355 f, die » Wurzeln der Gleichung 


e 
so ist 
I 


I'(1 —p,2)I' (1 —p, e)... I'(1 — px) -11(-2): 


nel 
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Diese Gleichung ist wieder ein Specialfall der folgenden 


I"(g) oo a 
T@— pa) — px)... Te — pa) | Il (: © (e+ 4 


n=0 








WO 15 £5... p, die obige Bedeutung haben. 
Sie ergiebt sich auf folgende Weise. Aus den Gleichungen 


—Cx 
€ 


I) = = 


qii +3) yx 


? (C= 0:577. 2) 
n=1 


Pict Pac te C—O 


folgt zunächst 
I") 
T@ — p,2)I(@— p,x)---T(e@— pr) | 











= 2 x TES x 2 MEE 
= p pan po p (iz »2)('+; IEEE 


n=1 





Weil ferner 





so sieht man dass 


on zW : 
I") ee ass 


1 


oo v vz 

vy 2 Fr 

2 n: i- | e " 
n 


n=1" 


“Il ( PE = 


0 











Le — p,2)I (x — po): - : [(@ — pt) zz 
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Bedenkt man, wie die Nullstellen der Function 


po lt (1 ©) 


n=1 


in der z-Ebene vertheilt sind, so sieht man leicht ein, dass dieselbe nicht 


pericdisch sein kann, wie auch die g 


wenn p> 2 ist. Ist ~@—1, » — 2, 80 ist 





sin za CC a 
F(x) 2 7 = ; 
T 2m 
Da i und — i die Wurzeln der Gleichung 
e 
r= — I 


ganze Zahl y gewählt werden mag, 


sind, so fragt es sich, ob es, auch für den Fall » > 2, möglich sei, die 


yositive ganze Zahl » und die Constanten A, , A, 
I | L 1 4, 
dass ; 


Moire 


Ba) = A ern + A,e 2 


“9 zl 


wäre, wo 7,, %,,...,7, die » Wurzeln der Gleichung 


so zu bestimmen, 


bedeuten. Die Coefficienten der beständig convergirenden Potenzreihe, in 


die F(r) entwiekelt werden kann, würden sicht leicht ergeben, wenn diese 


Frage bejaht werden kónnte, Es ist aber dies nicht der Fall. Denn man 


kann beweisen, dass der letzte Ausdruck nicht alle Nullstellen der Fune- 


tion F(r) haben kann. Ist also » > 2, so ist F(r) nicht ein Integral der 


Differentialgleichung 


d'y » 
— = — A VE 
dx 


SUR L'ÉQUATION 


d^y k? sn @ cn x sn e dn + en z dn + | dy 
el oy a in LL — di 
(nu 


dn a ena sna 








1 1n'z 
E = ; n, — yn, + 0, + 1) + : = (n, — vn, +v, + 1) + 


ena 
b, en’ x 
I 


= aver a) yt en ET A CRUE EE A CES yep emit: y 


EQUATION OU », »,, >, DÉSIGNENT DES NOMBRES QUELCONQUES, 


n, m, n,, », DES NOMBRES ENTIERS POSITIFS OU NÉGATIFS, 
ET % UNE CONSTANTE ARBITRAIRE: 


PREMIER MÉMOIRE 
PAR 


C* de SPARRE 


à LYON. 


Ce mémoire a été inspiré par l'étude des beaux travaux de M. 
Hermire sur l'équation de Lame. Toutefois les considérations dont je 
partirai pour obtenir l'intégrale de cette équation sont entierement diffé- 
rentes de celles dont s'est servi cet illustre geometre, et elles constituent, 
je crois, une méthode qui pourrait servir pour intégrer beaucoup d'autres 
équations différentielles linéaires du second ordre. 


Introduction. 


A la fin dune note publiée dans le tome 89 du Journal de Crelle 
M. HznurrE a fait remarquer que l'équation de LAMÉ est un cas particulier 
de l'équation suivante: 
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y" + 2(v+ 1) RBB CERE = [Qu — vy)» +v + 1)k* sn’ + hly 


dn z 
qui comprend aussi comme cas particulier l'équation étudiée par M. Picarp 
"(Comptes rendus, tome 89, page 74) 


k? sna ene 


y tu y + ay =0 


dn + 
lorsqu'on y fait n = 2( + 1). 

De plus M. Hermes fait remarquer, dans la note en question, que 
cette équation n'est pas seule, et qu'il faut y joindre les deux suivantes: 


y" + Ay + 1) Enn y = [(n — v)(n + » + D) sn z + À]y 


enu = 


» enw dn # 
Uf Aa Se ) 


ll 


In — v)(n + » + 1)k? sn? a + À]y 


M. Hermire suppose dans ces trois équations que » est un nombre entier 
positif pouvant être nul, et # un entier au moins égal à », et il indique 
que dans ce cas leur intégrale est - 


y = CE(x) + c'F(— x) 


F(x) étant, comme pour l'équation de Lame, une fonction doublement 
périodique de seconde espèce avec le seul pôle x = ih’. 

D'autre part M. Darsoux, dans une communication publiée dans les 
Comptes rendus à la date du 19 Juin 1882 a fait voir que l'intéerale 
de l'équation 
NZ m TEN S E En.) keen? a + n(n + l)k* sn? x + ar 


dn*a 





d? (n 1 
€ y E mee = ) + 
da 


sn « en 


qui comprend aussi comme cas particulier l'équation de Lame a une 
intégrale uniforme lorsque y, pr, p" et n sont entiers, et que par suite son 
intégrale en vertu du beau théorème de M. PrcAmp sexprime par les 


fonctions doublement périodiques de seconde espece. 
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L'équation 
1 d'y ||, #snzenz ,  snzdnz  , enzdnz|dy — 
(1) Ed LE = 
dx” dn x enia > sive da 


= | COTE NT LU CS) REPOS ME MEAT ain 


‘sn? z en 








kh? en? x 
dn? x 


(n, — v)(n, + v + 1) + A^ sn?^z(n + v + vy, x)» —»—», — v, + 1) + Jr 


que j'ai indiquée en commençant, comprend comme cas particuliers, ainsi 
quil est bien facile de le voir, les trois équations de M. HrmwrrE ainsi 
que celle de M. Darsoux. 

Nous ferons remarquer de plus que la méthode que nous allons 
suivre pour arriver à l'intégrale nous permettra de l'obtenir, non seule- 
ment lorsque », »,, », sont entiers et positifs mais encore lorsque ces 
constantes sont quelconques. 

Nous avons dit que nous supposions que les constantes 5, ?»^, ”,, m, 
étalent des nombres entiers quelconques positifs ou négatifs, je ferai remar- 
quer de suite que l'on ne nuit pas à la généralité de la question en les 
supposant tous positifs, car si n par exemple est négatif et égal à — w, 
» étant positif, le seul terme en » qui est 


(n + v c» + y,)(n —v—y, — y, + 1) 
devient 


(— mw +u+y, +4,)(—v — ».—», —», +1) = (w —v»—», — X)(w + y t», 4 v, — 1) 


On voit donc qu'on obtiendra le méme résultat en supposant n 
positif et égal à »' — 1. 

On verrait, bien facilement, qu'il en est de méme pour les autres 
quantités m,, n, et n,. 

Nous pouvons done, sans restreindre la généralité de l'équation sup- 
poser, ainsi que nous le ferons dans la suite, s, n,, n, et m, positifs. 
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Voici maintenant le procédé que jemploirai pour arriver à l'intégrale 


de léquation (1). 
Considérons d'abord léquation 


où P désigne une fonction quelconque de x et a une constante egale- 


ment quelconque. 


Posons 
JE 
Notre équation deviendra 
p 
z'-4-z* p^ = aP? 


et lon satisfait à cette équation en posant 


2g 
d'ou l'on déduit 

# = VaP 
et par suite 

ZEE: 

EL x 0 


L'intégrale générale de l'équation (2) est done 
j- Alt free ue Be Yes Paz 


A et B designant des constantes arbitraires. 
Posons maintenant 


y = us 


u désignant une fonction arbitraire de x. 
La transformée en z de l'équation (2) sera 


u Pu 


/P' aV n Pa | N 
d—\5 I }# + (= = ae .)8# m) 
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et en posant de nouveau 








p 
Ea 
d'ou l'on tire: 
P uum. 
IP "AUS P 
notre équation deviendra 
(3) E em Li = - - = — D, : = = + D, P. + 2aP | 


et d'après ce qui précède l'intégrale générale de l'équation (3) sera 


Ped 
Ee 
ou 
(4) Au yz ous + gy tele] 


C'est de l'équation (3) dont nous nous servirons pour trouver l'intégrale 
de l'équation (1). 


Pour cela nous chercherons la partie principale du développement 
de l'expression 


1 if alee E 1 diem D. V n 


i QNO DF o poa % : 





Correspondant: 

1° à un zéro ou à un infini de V; 

à un zéro de P; 

3° à un infini simple de 7; 

4° au 

1° Partie principale du développement de l'expression (5) correspon- 


+ 


1 infini multiple de P. 
dant à un zéro ou à un infini de V. 


Soit 


le développement de V relatif à un zéro ou à un infini d'ordre m; m 
étant positif si c'est un zéro et négatif si c'est un infini. 
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On en déduira 
V' ler Dessen 
V € l+sc+... 














ou 
V’ m 
y = er 
ce qui donne 
y' qm Voll mi 2 2ms 
Tea mice 


On a done pour la partie principale du développement correspondant. à 


€ 


un zéro ou à un infini d'ordre m de J 


lm A "ms 
aere + m) -—- On 
(m étant positif pour un zéro, négatif pour un infini). 
2° Partie principale du développement. de lexpression (5) correspon- 
dant à un zéro de P. 
Soit 
P= N(e re a TE 
le développement de P relatif à un zéro d'ordre » de P. 
On aura d'une facon toute semblable pour la partie principale du 


développement de lexpression (5) 


nr 


9 
a 





L5 tn) + 


o 


3° Partie principale du développement de l'expression (5) correspon- 
dant à un infini simple de 7. 


Soit 


P=N(2+.) 


le developpement correspondant de P, on aura pour la partie prineipale 
correspondante du développement de l'expression (5) ; 


f LO iu 
— T Tr 7 + aN? ( -+ = ) 
aé € 
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c'est à dire 
ARTE Ah 
T (s u a nyc 


4° Partie principale du développement de l'expression (5) correspon- 


dant 


ı un infini multiple de 7. 
Soit le développement de P correspondant à un infini d'ordre n 





d'ou 





4 842 
PN (+ = s 


e 


On aura par suite pour la partie principale correspondante du déve- 


loppement de l'expression (5) 











NE 


Ceci posé nous allons comparer l'équation (1) à l'équation (3). 
On voit d'abord que l'on doit poser 








y' k° sn x en x 9, sna dnæ _ enzdnz 
——— — y 2y, — 3y, 
V dn x + ena Zu Sm 
3 , , . 
d'ou l'on déduit 
à 2 2 Wp 
(6) V = dn’ eon “asn 7x 


Nous remarquerons ensuite que le coefficient de y dans (1) n’ayant 
que des infinis doubles, P ne pourra admettre que des infinis simples. De 
plus l'équation (1) ainsi que la valeur (6) de V ne changeant pas lorsque 
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Yon remplace # par — x, nous prendrons pour P une fonction double- 
ment périodique qui ne change pas non plus lorsqu'on remplace x par 
— x. Comme d'ailleurs le coefficient de y dans (1) admet comme infinis 
0, K, ik’, K + ik’, ces quantités qui sont aussi des zéros ou des infinis 
de V devront être également pour P des zéros ou des infinis. 

Si on considère maintenant un infini simple de P, cet infini ne figurera 
pas dans l'expression (5) si le résidu correspondant satisfait à la relation 


] — 4«N? = 0, 


a étant une constante arbitraire, il en résulte que l'on pourra prendre 
pour P des infinis simples quelconques, pourvu que les résidus correspon- 
dants soient tous égaux en valeur absolue, car alors par un choix con- 
venable de 4 on pourra faire en sorte qu'aucun de ces infinis ne figure 
dans l'expression (5), (c'est ce que nous ferons) Nous prendrons done 
pour zéros de P, 0, K, K + iK" et iK". 

Les parties principales des développements du coefficient de y dans 
l'équation (1) pour ces quatre infinis sont 


(nj — XXn, +, +1) 2, (2, + 1) = v,(v, + 1) 


2 
ao E 
- e 





(n, v, )(n, EX, + D n(n, + 1) — "v, + 1) 


2 
c? e 
cz cz 








(n, — v)(n, ID 1) m uc 1) Et) 





E: € 
€ € 


(n —y—y, —», a N EU NIE: vy, ty, —1) 


e 








SF 


Comme d'ailleurs les termes provenant de V dans les parties principales 
des développements de lexpression .(5) pour les mêmes. infinis sont: 





v,(v, + 1) Bios D) _w+1) i (uty, +) Fu u, 


Dr ug Zr | 2 ’ , Z 


e^ E e? £e? 
e e È E 


les termes qui devront provenir des zéros 0, A, K + ik’ et iK’ de P seront 


n,(n, + 1) n,(n, + 1) n n, QE D n(n + 1) 


2 2 
€ € 


e 
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I 


Zn nous reportant à ce que nous avons dit, il en résulte que P devra 
admettre ces zéros avec les degrés de multiplicité 2n,, 2n,, 2n,, 2n. 
Nous sommes done amenés à prendre pour P l'expression suivante: 


9 


H°"(x) H1*(2) 81 (a) 8" (a) 
H(x — a,) H(e + a,)H(x — a,)H(@ + a,) ... H(x — ag) H(e + a5) 





We: 


Berntn +n, +n, 


et ou R désigne une constante arbitraire. 

Les résidus de P étant supposés tous égaux en valeur absolue ou, 
ce qui revient au méme, à cause du facteur arbitraire R, tous égaux à 
plus ou moins un. 

Sous cette forme on reconnait de suite que P est une fonction 
doublement périodique aux périodes 2X et 2/A’, qui ne change pas 


lorsqu'on y remplace x par — x. Comme de plus les parties principales 
des développements de l'expression (5) correspondant aux infinis 0, A, 
1 


K+ ik’ et ik’ ne contiendront pas de termes en —, par suite de la 


€ 


forme prise pour P, (puisque les développements de P correspondant à 
p 
ces zeros ne contiennent que des puissances paires) il en résulte que 
l'expression (5) et le coefficient de y dans léquation (1) auront mêmes 
parties principales pour les développements relatifs aux quatre infinis 0, 
K, K+iK et ik’. 
. : 1 an 
Si maintenant nous prenons « — —, comme tous les résidus de P 
I que i 


sont supposés égaux à plus ou moins un, aucune des quantités a, , @,, ... 4; 
qui sont des infinis simples de P ne sera un infini pour l'expression (5), 
par suite cette expression et le coefficient de y dans l'équation (1) ayant 
mémes infinis et mémes parties principales pour les développements corres- 
pondants ne pourront différer que par une constante, et nous allons voir 
que lon peut disposer des quantités « de manicre que cette constante 
soit nulle. 

Tous les résidus de P étant supposés égaux à l'unité en valeur 
absolue, et ceux qui correspondent à des valeurs de « égales et de signes 
contraires, étant eux-mémes égaux et de signes contraires, on pourra 
écrire aussi 
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_He—a,) | H(e c a4) H(x—-ag) Hz + ag) ‘ 
H(v. — a) $ H(æ + a,) re Ae — y... H(x + ag) ie 








(8) P 


C désignant une constante, ce que nous écrirons de la manière suivante: 


B 





x H'(v—aj) H' (a+ =| : 
"ES zu | H(a — aj) = ee «;) ME 


Pour la constante C on aura en exprimant que P est nul pour 4 
egal a 0, À, K+ iK" et ik’ i 
t B B B B 
C a! H'(a;) «M H'" (ai) A N B. (ai) zi IN O'(a;) 
Da - Ha) — Hi) — O,(a;) Ha, 











(3) 


Il faut remarquer toute fois que si l'une des quantités n,, n,, n,, n 
rise , . t (D o . , 
était nulle l'expression correspondante de = disparaitrait. En égalant la 


c 


4* expression de — à chacune des trois autres on aura entre les quan- 


| 


tités a les trois équations suivantes 











B 8 B 
\ H'(a;) O'(a;) xj. N! H',(a) | O'(a;) mT d NY 6’, (ai) O'(a;) er ih 
— H(a;) O(a;) zu (ai) O(a;) — 0. (ai) a;) 
équations qui peuvent s’eerire ainsi : 
8 8 B 
(10) N ena dna Qu Nida. VY smaena _ 9 
ar sn d; a en d; — dn a; 


(Il suffit pour passer des unes aux autres de se rappeler les expressions 
des dérivées logarithmiques de sn, en v, dn x.) 

Il y aura maintenant à exprimer que les 2», — 1 premiéres dérivées 
de P sont nulles pour # = 0, que les 2», — 1 premieres dérivées de P 
sont nulles pour # = K, que les 2», — 1 premières dérivées de 7 sont 
nulles pour z = K + ik’ et enfin que les 2» — 1 premicres dérivées de 
P sont nulles pour # = 7K’. 

Mais l'on a 

B 


(7 Ze o) H'(x + aj) 
jp ep MEE E M) ap + a) 
D:1 T ( " H(« — aj) D. Hw + =) 
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ef par suite en vertu d'une relation bien connue 
8 
. DIP = > [k’sn’(@e + a; + ik’) — sn’ (x — a; + iK”)] 
1 
On conclue premiérement de cette expression que toutes les dérivées 
d'ordre impair de P sont nulles pour x égal à 0, K, K + ik’ et ik’. 


Nous aurons donc seulement à écrire que les », — 1 premières 
dérivées d'ordre pair de P sont nulles pour z = 0, les », — 1 premieres 
pour « = K, les n, — 1 premieres pour x = K + ik’, et enfin les n — 1 
premiéres également d'ordre pair pour x = iK, 


Cela fera done  — 4 équations qui jointes aux trois équations (10) 
font en tout 3— 1 équations Mais comme il y a # quantités a il en 
restera une d'arbitraire, et on pourra en disposer de facon que l'expres- 
sion (5) qui ne différe que par une constante du coefficient de y dans 
l'équation (1) lui soit égal. 

tevenons aux 3 — + équations dont nous avons parlé en dernier 
lieu, elles péuvent s'écrire de la maniere suivante: 


B B 
N D, sn*(a; + 1K’) = 0, Y Di em (Cr tt GO) =O, rusas 
— - d : 
1 1 
B 


X D^  sn'(a + £K") = 0 


1 


B B 
D Pas RO ER RTT 2,9. ut ix Sto. m 


B 
(11) | Y DI sn’ (a; + K +iK) = 0 
1 
B B 
À D,, sn* (a; + K) = 0, » D, En (EN ONE 20 
1 1 
B 
> D sn? (a; + K) = 0 
1 
B ; B B 
| > D, sn*a, = 0, Y D ena; — 0-7 Ne > Doa sn? a; = 0 
1 1 1 
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Mais on peut les mettre sous une forme differente qui sera en general 


plus avantageuse, 


Considérons par exemple les équations 


8 
us 
25—1 
N D; .sn*apjz0 
— s 
1 


qui correspondent aux différentes valeurs de s. Celles qui correspondent 


aux premieres valeurs de s seront: 
] ^r pour SA 


p 


8 
> Da, sn" a; = 2 » sn a; en a; dn a; — 0 
DL 


/ 
1 


22 pone — 2 


B B 
/ 
1 


Cette equation devient en tenant compte de léquation précédente 


B 


sn? a; en a; dn a; — 0 
1 


On ferait voir bien facilement que la loi est sénérale, il suffirait 
d'établir que la dérivée d'ordre 2s — 1 de. sn’ a, est égale au produit de 
sna,ena,dna, par un polynome en sn'a, de degré s — 1. 
avons vérifió le fait pour les deux premiéres valeurs de s, et on ferait 
voir que si le fait est vrai pour une valeur de s il l'est aussi pour la 


valeur suivante. 
On obtiendra done la série des équations sulvantes 


sn a; en a; dn a; — 0 


sn? a; en a; dn a; — 0 


(12) 


LA ba 


2n—3 
sn a; en a; dn a; = 0 


-M» 


D, sn* a; = SY sn a, en a; dn a;[— (1 + &?) + 3k? sn? a;] = 0 
1 
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Les autres équations se transforment d'une maniére toute semblable, 

et en remplaçant de plus sn (+ AK), sn(a, + K + iX’), sn (a, + iK") 
par leurs valeurs ainsi que cn (a; + K), dn (a, + K), ...., on obtiendra 


les équations sulvantes 


B 8 8 





2n—3 
N: enajisnd; | Vi cnt en'ajsna; - A \'en "o usnm,.. " 
u REDE ND Lana, 
B 8 3 B 2n4—3 
(12) \ dna,sna, -— 0 N dn'e;sna; — 0 N dn * a, sna; . , 
: Eu cn? a; E — en’ a; aa — ng, 
8 
en a; dn « ena dn a; di en o; dn a £ 
S nnd See V i —q ear D Au MERE 
sn? — CERE x SES Gir 


Reste a trouver la derniére équation qui exprime que la différence 
constante de l'expression (5) et du coefficient de y dans léquation (1) 
se réduit à zéro. | | 

Pour cela faisons r =iK’ + e et égalons les valeurs des termes 
constants dans les développements correspondants de l'expression (5) et 
du coefficient de y dans, l'équation (1). 

Si dans le coefficient de y dans l'équation (1) nous faisons z = 1h" ers 
nous obtenons pour le terme constant du développement 


Kn, — Xn, +», + 1) + (n, — »n, + » + 1) + 


en (+ y + +, —v— vv —v,+D+h 


BY 
Si l'on fait z = iK’ + e, = devient 


9, 0 ‘(e) 


an we Tg 8 © 
* 86) 


9 
+ 2n, 8 (2) + 2n, 











8 ) 
H 1) ds du H'(e) E N b (s— aj) , O(e + a) 
H,(e) H(e) il Oe —a)  Ee + a) 


, 


: ; Ip 
et par suite en se bornant dans le développement de TU terme en € 


il sera 


9 k 
Se fn Nr sai |e 
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On en déduit pour le terme constant dans le développement de Vex- 
Ra Ac dpi 
pression 1p 3 Dy 

B 


— (2n — 1) |: : x us +n,k’ En, — > k? sn? «| 


1 





On a ensuite 


y' E 9 (w) n H’ (v) 


V : BG. ‘Ho 














et en changeant x en ik’ + & on en déduit pour le développement corres- 


y 
pondant de T 
Se ea 


3 
e 





T 1 k? 
+2[6 +4 +) + —v—¥y |e 


et par suite pour le terme constant dans le developpement de : 








: Á 
(2 + 29, + +2, + De X +4) _ | 


et comme P est nul pour x = iK’, on aura enfin pour le terme constant 
dans le développement de l'expression (5) relatif à x — ik’ + ¢ 


— (2m — iss i n,k’+n Ir sn «| + 


EE j 


,2 
— y — ki, 





+ (2» + 2», + 2y, Even PES 


En égalant cette expression à celle déjà trouvée pour le terme constant 
dans le développement du coefficient de y dans l'équation (1) on aura 
+ 
X | 
(13) h = (2u — D >, k* sn? a, — (n +n, +y, tun tn —9»—9»)— 
1 
— k'(n -- n, +yv+y Xn + n, —v—») 


En faisant au lieu de z — iK'--e, x =, ce=K+s, v— K-rFiK'-e, 


on obtiendra les trois autres expressions de h qui sulvent: 
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8 
Wen, Dp) k? sn? (a; + 4K^) — (n, + m, + ¥, c Xm, + m, —», —»)— 
1 


— kn, tn, tv xn, +n, —y— »,) 
8 


Ne pda ne 
a3 | A = Gr, — D À Manta + KE ERO) — Qn, + + n En, 7) 


1 


— kin, tn +y + xXn,dn-—v»— v,) 


h = (2n, — Dy k* sn* (a; + IK) — (n, + n + v, + Xn, + n —», —») — 


1 


ee Se a ey) 


Si lune des quantités n était nulle, l'expression correspondante de h 
disparaitrait. 

Nous ferons remarquer qu'en égalant entre elles les quatre valeurs 
de h on obtiendrait trois équations qui sont des conséquences de celles 
établies précédemment. 





N ? LÀ 1 
ous avons Suppose précédemment a = As 
On en déduit Va — = 
On aura ensuite 
He — a,)H@—a,) ..... H(a — ay) 2 
ar = U I Ll Cx 
fr = H@ + a,)H@ + a)... H(x + ag) ie CE 


et par suite l'intéerale générale donnée par la formule (4) 











(4) V plat" ie) 
sera 
ee, Y H(x — a,)H(& + a,)H(z — a,)H@ + a,) ..... H(x — ag)H(v + ag) | 
H'(v)H,*)07 (v) 0" (a) 
hey Heza)..... H(x — ap) s" Rep re)....eu Ac eO H(& + ag) + ag) — 
Hera): «c H(& + ag) H&@—a,)....- Ha — ag) 


ce qui peut s’cerire 
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€ 
æ — a,)H(z —a,) ..... le oe 
(14) dn « ena sna | A ar Bo = a) = soe ag) 2 + 
H *(z)H,'(»)0,'(x)0 (x) 
B H(z.---a,)B(z =F a.) ..... H(« + ag) = st 
TH") $2) 91r) 0" (a) 
ou © a la valeur donnée à la page (114) par les formules (9). 


| 


: Q NE 
Les expressions (9) de = supposent toute fois que les quatre quan- 


a 


tites ”, n,, n, et », ne sont pas nulles en méme temps. 
Examinons done le cas ou l'on a 


Dans ce cas P se réduit à une constante C, et par suite en vertu de 
la formule (4) Vintégrale générale de l'équation (1) devient (en prenant 


epe |) 
dn’ x en” # sn al Ace" + Be ^") 


et on aura pour déterminer cette constante C, en fonction de h la relation 
h — C? +, +) + FU + »,), 


expression que l'on obtient comme les précédentes en égalant les termes 
constants dans les développements de l'expression (5) et du coefficient de 
y dans l'équation (1), pour z = ik’ + e par exemple. 





IM. 


Avant d'aller plus loin traitons encore les deux cas suivants: 
]? men =, NW, nm = 1, 


. 94 ; . , 
cas qui comprend l'équation de Lame pour x = 1. 
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L'intégrale sera 


dn'zen"zsn^z| A 


B'(a) : &'(a) 
He 9) say > Heth a) "e 
Oa) O(a) 


et l'on aura pour déterminer a en fonction de h l'équation 
h — k'sn'a ty, +, + ly +, — 1) + ko + 1, + 1Xv +, —1) 


Si en particulier on a y = », = », = 0, ce qui correspond à l'équation 
de Lame pour n = 1, on trouve 


h = k°sn° a — (1 + k°) 


ce qui est bien la valeur donnée par M. Heruire. 
en el Del, 
cas qui comprend l'équation de M. Prcamp pour # — 1. 


9° Soit maintenant » — 4 


L'intégrale générale sera 


B'i(a) 


Hw + a) ERO) 
0, (x) 





, B'i(a) 
Hx — a) "m = 


6, (a) 2: : 


dn'z en" ez sn?z| A 


et l'on aura pour déterminer a en fonction de h la relation 
h = k* sn* (a + K) + (v, + v, + Dv, +, — D + Ev t», 1» + v, — 1) 


Si en particulier 











DEDE vl. 
ce qui donne l'équation de M. Picarp pour n = 1, lintégrale générale 
devient 
6'\(a) &'y(a) 
H(& — a) Rd) F +B Hw + a) oe Aa)“ 
O(x) O(x) 
et l'on a 
ke? 
h= kan!(a-+ RK) 1 — — dn'(a + K) = — — 
: Ger) wa dn’a 
Ce sont bien les résultats donnés par M. Pıcarn (ici h = — a le terme 


en y étant dans le second membre dans l'équation (1)). 
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Dans les deux exemples précédents nous avons pu obtenir l'expres- 
sion de a en fonction de Ah, mais en général il n'en est pas ainsi, et 
nous obtiendrons seulement une équation ayant pour racines soit sn*q,, 
BH E Sees N sn'a,, soit cn'a,, cn'a,,..... en'ag, soit enfin dn*ap 
dini y. ee dn?a,, suivant qu'il sera plus avantageux d'obtenir l'une ou 
lautre de ces trois équations. 

Toute fois avant de nous occuper de la détermination de. cette équa- 
tion nous ferons la remarque suivante. 

Si l'on a n= ^», =n, =n, et si dans ce cas sn? a, est une racine 
de l'équation qui a pour racines sn*a,, sn*a,,..... sn’ 5, cette équation 
admettera aussi les racines sn? (a, + K), sn? (a, + iK"), sn° (a, + K + ik’). 

On peut dans ce cas, puisque » = n, — n, — n,, prendre pour les 
équations qui déterminent les quantités a les équations (9) 


SACRA 9a) _ Ÿ Eu) 
H (a; sone Ka) — 44 0, (ai) 








Td 2 - 


8 
NU 
x 


= A 


et les équations (11) 


B 


8 
2n—3 
Y puma ez corel pos sn'a, — 0 
1 


1 

8 8 
DD SR (ar SAO) er ] > De sn’(a + K) = 

1 1 

y y 

sn?(a, + iK’)=0,..... ‚> Di * sn? (a; + iK?) = 0 

Da; sn*(a; + iK?) , zu : * (a; + iK') 

B B 

N Da, an -- Mik) — 0; ..... 5 » Di sn'(a; + K + iK?) = 


ad 
1 1 


et lon voit de suite que ces équations ne changent pas si l'on remplace 
par l'une des quantités a, + K, «a, + iK', a, + K+ ik', par suite dans 


So 


/ 


ce cas le degré de l'équation pourra s'abaisser au degré n — ^m 
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nv. 


Occupons nous maintenant de déterminer cette équation, en supposant 
d'abord x, = n, = n, = 0, hypothèse qui donnera comme cas particulier 
l'équation de Lame pour » quelconque. 

Posons pour ce cas 

sn a; en a; dn à; = u; 


et 


sn*ag;-—4; 


Les équations qui déterminent les quantités a deviendront: 


n n n 
— 
Y (dis — 10 N au zm sk aiu. » yy = O 
dd 
1 1 1 


Si par suite on résout ces équations par rapport aux quantités #, on aura 


u, at, i-1 Wi 








dept = eee XR 
ou 
] 1 ee | 1 I? Ei: 1 
A qc so V D, e 0T, 
4 = | x RE erg v3 i Wee eerie 
qm pum. lom e b WES o UN i 
1 l mme] 
5 SE DE. 
D — x qu ETE 
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Nous poserons de plus 


x, MEISTE 
A Rec E ln Sr 
ja Weir qid 
Siz) = (e—«a«Xx—22..... (v — 2), 


f(r) étant par suite la fonction qui, égalée à zéro, nous donnera l'équation 
cherchée. 

Mais on aura en vertu d'un théorème connu, le théorème de VANDER- 
MONDE 


(t, t— e, Xv, — 9) ..... (@n — 4) 
JE (a, — e,Xe, — m) es. (an — %,) 

(£s — &n-ı) 

(2, — e, Xe, — 2) ..... (an — 2) 
gj; (e, — 24 ==) ee (tn — 2,) 

(En — &—1) 


On a d'ailleurs 
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F(@) = (e, SE g, (a, zm 8.) Sees (a, m Zn) 
f @,) = (m,— 2), — zx.) -...- (m, — &p 


. . . . . . . 


Fe.) = (@n pci Xen EA 25) aan (er — F2) 
et on en deduit 


ace yf bm cm =(—1)" ‘4 f(@=..... = Anf (tn) 


Par suite en remplaçant 4,, 4,, ..... 4,, ..... 4, par leurs valeurs tiréés 
des équations précédentes, les équations dont nous nous occupons deviendront 


A e Thi (= T (ED) = e eo = Thi (@)) = eocoo = Wai Ch 


A désignant la valeur commune de ces expressions. 
En remplaçant uw, , $w,, ..... u, par leur valeur, ces équations s'écriront: 
1? 2? n , 
(15) ania CONC Cla (a) ssniasenta de) 


000 LER dno er P = sn a, en a, dn a, f (an) 


Telles sont les équations qui doivent servir à déterminer les quantités 
a ou plutót les coefficients de la fonction f(r) qui, égalée à zéro, a pour 
- 2 2 2 
Taemess she des spo @,, 05 ENG. 
Soit 


fe =." + P + a" SS + ani 
On aura d'abord en vertu de la relation (13) 
h = (An — Dy k*sn*a; — (n + y, + wn — v, — x) — k'(n + v + vn —» — yj) 
- 


(puisque dans le cas présent n = n, = n, = 0) 





oe Y mt h+(n+y, d vn —v, —v,)+ kn +v+ »X,Xn —v»— y) 


2n — 1)k? 


a, est done connu en fonction de h, », », et v, qui sont les données de 
la question. 
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Elevons les équations (15) au carré, elle deviendront 
(17) 2=2(1—- al — Ee f%(a,) = 2,01 — «Xl — ke, ) f@,) =" 

o. = e(l — eil — haf (ei) =..... = eL ul Tr) fF a) 

Nous en déduirons le calcul des coefficients de /(r) en nous basant sur 
la remarque sulvante: 

L'équation 

a(l — zX1 — kx) f(z) — 2? = 0 


qui est de degré 2» + 1 admettra en vertu des équations (17) les racines 


UL Bae r,, son premier membre sera done divisible par f(x) et l'on 
aura par suite 
(18) e(l — al — ka) f (e) — 2 = flx)f,@), 


f(x) étant un polynome entier en x de degré n + 1. 
En prenant la dérivée de léquation (18), on en déduira 


(19) fe) — 9(1 + ke + Ihre?) f(x) + 2[e — (1 + ke + a5] f(@)] = 
= SF, 1 (æ) Fr fl @)f a) 


Mais tous les infinis de P étant simples on doit supposer toutes les racines” 
de f(x) différentes, il en résulte que f(r) qui divise le 1" membre et qui 
est premier avec f(r) doit diviser f’,(x) et comme f’,(x) est de degré 
n et f'(x) de degré n — 1, on aura, A et B désignant des constantes 


(20) J'@) = (Az + BF) 
Si par suite on pose 
fie) = [1 — 90 + e + Set] f G0) + We — (1 + Wet + BLP), 
l'équation (19) deviendra en la divisant par f’(x) 
f,(e) = f,(@) + (Aw + BYf@); 


prenant de nouveau la dérivée de cette équation et remplaçant f'(r) par 
sa valeur donnée par l'équation (20) on aura 


(21) f(x) = 3(Av + B)f (x) + Af(v) 
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Mais en prenant a, = 1 nous pouvons écrire 
n 
SF) = Y di—1 x" 
0 
et par suite 
n—1 
f) = » (n per, Nae" 
0 
n—2 
f'e- Y; (us tou he een 
0 
et en convenant de plus de prendre a; = 0 pour ? & — ] ou i 2 » — 1, 


nous aurons 
n 


AGE > [a:o(n — 4 + T(2n — 22 + 1) — 2(1 + Kai (n — à) + 


—1 
+ En — 4 — 12n — 2i — lux" * 
et aussi 


1n—1 


2(Ax + B)f(x) + Affe) = > [AQn — 2; — 1)a; + 2B(n — aile" 


et en identifiant alors les deux membres de l'équation (21) on aura 


les n+ 1 équations suivantes qui correspondent aux valeurs — 1, 0, 
deu n —] de i 
(22) (n — Yan — € + 1(2n — 2i + 1) — Al + Han — 2) + 


| kn — à — 1)(2n — Di — Lai] = Alan — 26 — lui + 2B(n — 2)aia 
Les deux premiéres de ces équations sont: 
(n + 1)k?n(2n + 1) = A(2m + 1) 
n[— 2(1 + kn? + k*(n — 1 (2n — 1)a,] = A(2n — Da, + 2Bn 


et elles donnent 
A = n(n + 1) 
B= — n1 + k?) — (2n — 1)k’a, 


128 Sparre. 
Portant ces valeurs de A et de B dans l’equation (22) on en deduira 


(93) «, [(2n — 2)(1 + 4?) + (2n — DE'a,]2(n — Da, + (n — )(n — i + en — 2i + la 
i k*(2n — 2i — DG + 1)(2n — i) 4 








a, étant donné par la formule (16), la formule (23) permettra de calculer 
de proche en proche tous les coefficients de f(r). 

L'équation f(x) = 0 admet pour racinés sn*a,, sn^a,, ..... sn'q,, 
mais lorsque le signe de l'une des quantités a,, @,, ..... a, aura été 
choisi arbitrairement, les signes de toutes les autres seront déterminés 
par ce fait que ces quantités doivent satisfaire aux relations (15) 


sna, en a, dn a, f(sn* a,) — .:... = sna,cna,dna,f(sn’a)=..... 


L'intégraie générale étant ensuite donnée par la formule (14) ou l'on fait 








n =n, =n, = 0 sera ey: 
Hi )Hi ) H ale 
(24) dü'zcon"ean*g| 4 un = un wer 
0 (x) 
+ p He + ae + a)... Hz Où E: 
OBI) 
on 





Le probléme pourrait done étre considéré comme résolu puisque l'équa- 
tion f(x) = 0 ferait connaitre les quantités a au signe prés, en donnant 
sn'a,, sn*a,, ..... sn'a, et que la concordance des signes de ces quan- 
tités est donnée par les relations (15). x 
Toute fois M. HznMrTE a fait voir dans son beau mémoire sur l'équa- 
tion de LawÉ que l'intégrale de cette équation pouvait être obtenue 
d'une facon complétement explicite et c'est ce méme but que nous allons 
nous proposer d'obtenir, en nous inspirant des travaux de ce grand 


geometre. 


bo 
ed 


Sur une équation différentielle linéaire du second ordre. 1 


V- 


Pour cela remarquons que la fonction doublement périodique de 
2% espéce 
H(z — a,)H(x — a,) ..... Ha — a) y 
0" (x) 





peut s'écrire de la manicre suivante 


(n+1)ri 
——— T 


(ed) e E 


(n+1)ri c 


H(x — a,)H(x + we) Oz) S aK Ep 
8" * Y) Hw + o) 





Mais si l'on prend © = Ys + (n + 1)iK’, le 1” facteur de l'expression 
1 
(25) sera une fonction doublement périodique de x. Nous allons main- 


tenant nous proposer de calculer les coefficients de cette fonction double- 
ERBE] DISC C . . 
ment périodique ainsi que w et > en fonction des coefficients connus 


OS Ss Gees 
Toute fois nous allons d'abord obtenir l'expression de la quantité que 
nous avons désignée par 4°. Nous partirons pour cela de l'équation (18) 


[z —Q + et + elfe) — À = fofi?) 
-on a d'ailleurs l'équation (20) 


f.@) = (Az + Byf (v) 


Si done on pose 





= zl ae 

F@) = Jos i E + dr Re + m_ı% . 
on aura, D désignant une constante 

(26) f,(2) = (4x + B)f(z) — AF(x) + D 


L'équation (18) deviendra alors 


Le — (1 + ke? + ke] f(x) — 2° = (Az + Byf*(») — AF(@)flz) + Df() 
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et en égalant dans les deux membres le terme constant et le coefficient 
du terme en x on aura 


— 2° = Baz | Das 
apy = Au + 9Ba,-144—9 — Auè_1 + Dano; 


on tire de la 


AR aal [Baa => An] 
ou en remplacant B par sa valeur (page 127) 
(27) —— an-ı[an-: En 1)%°a,]] 


Ceci fait proposons nous d'obtenir la fonction doublement périodique 


Arr H(x — a,)H(x — a4) ..... Hw — a,)H(& + o). 





cette fonction étant doublement périodique d'ordre n + 1, on pourra la 
mettre sous la forme(?) 


Meg (sn? x) — sn « en x dn ed (sn* a) 


ou M désigne une constante, ou c(r) est un polynôme entier de degré m, 
n étant égal à 2m ou à 2m — 1, et où d(r) est un polynôme entier de 
degré m — 1 si n = 2m, de degré m — 2 si n — 2m — 1 (d(x) est done 
dans tous les cas de degré n — m — 1). 

Il sagit maintenant de déterminer les polynómes ¢(x) et ¢(2). 

Mais on devra avoir d'abord 


Me (sn* aj) — sn a; en a; dn a,d (sn* ai) = 0 


et aussi en vertu des équations (15) 


À — sn a; en a; dn a; f'(sn* aj) = 0 


On déduit de ces deux équations 


Mg(sn* aj) _ 2 


sn a; en a; dn a; = LE ——— 
: s à d(sn* a) f'(sn'aj) 





(') Voir traité de Calcul différentiel et intégral de LACROIX, note de M. HERMITE. 
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ou en prenant M = À 
d(sn* a;) = c(sn* a) f (sn? aj) 


et cette équation devant avoir lieu pour toutes les valeurs de sn? x qui 
annulent f(r) on en conclue 


(28) - Ka) = gw)f (@) — Ax) fiz) 


O(x) devant, pour que cette équation soit possible, être de degré m — 1. 
On pourra d'ailleurs toujours déterminer les coefficients de ¢(x) et 
de (x) par les conditions que ces fonctions doivent remplir. 

. En effet dans tous les cas d(r) sera de degré » — m — 1; on aura 
done à exprimer que les coefficients des puissances de x supérieures à 
n — m — 1 sont nuls, et comme le second membre est de degré n+ m — 1, 
cela fera 2» équations qui étant linéaires et homogénes par rapport aux 
coefficients inconnus permetteront de les déterminer à un facteur constant 
pres. Les coefficients de c(r) et de O(v) étant connus on en déduira de 
suite ceux de d(r). 

g(æ) et d(r) étant ainsi déterminés, on aura, puisque nous avons pris 
M =), et en choisissant convenablement le facteur À, 

sere 

Ae TH — a,)H(@ —a,)..... H(x — a,)H(a + c») 


29 
( ) 9" He) 





= Ae (sn? x) — sn e cn x dn zd (sn? x) 
car la fonction doublement périodique d'ordre (n + 1) 
Ag (sn? x) — sn e en e dn zd (sn? x) 


qui admet en vertu des relations (28) et (15) les zéros a,, a,, ..... a 


n 


admettra aussi, puisque la somme de ces infinis est (n + 1)iK’, le zéro 
(Ya + (n + DK”) = — o, en vertu du théorème de M. Lrouvrree. 
Les deux membres de l'équation (29) seront donc identiques, avec un 


choix convenable du facteur constant A. 
On aura ensuite en changeant x en — x 





z(nd-1)i : 
(30) (= 1) 14e | SH Hx 3r a,)H(x zi a,) c IE Hx + an) H(æ — e) m 





= Ag (sn* x) + sn + en x dn zd (sn? x) 
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Nous allons maintenant calculer les coefficients de ¢(r), 6(r) et d(x) 
et déterminer ensuite la valeur de «. 


Posons 
| Oa) = AN Ag oat + Co + À," 
(31) | O(x) = B, + B,« p B S de e + Ba_ı2"1 
| (a) = R, + Rye + Ra + ..... + Ry S a2 m 


En égalant à zéro dans le second membre de l'équation (28) les coefficients 
des puissances de x supérieures à » — m — 1 nous aurons les 2m équa- 
tions suivantes 


im i=m—1 

5i (n —m—t + 1)Ajans+i—2 = » m4 i—1Di EX 
i=0 i=0 

i=m i=m—1 

» (n = m —4 + 2)A am ti—a aS » Am+i—aB; E 
i=0 i=0 

i=m i=m—1 

CC. it ‘ 

> (n — 4) A;dÿ — > dB; = 0 , 

(32) - 

i=0 i=0 
i=m—1 i-m—] 

Y (n —— 1)Aj41Gi-1 — > CE | Dj = 0 

i=0 i=0 
i=m—2 i=m—2 

b (n 2m 1) Ais DOT » Bis 1 = 0 

i=0 i=0 


nA, Sort Bi = 0 


On tirera de ces équations les valeurs de A,, 4,,..... An, B,, D,, ..... B 
à un facteur constant prés, et en choisissant convenablement ce faeteur con- 


m—1 


stant on aura pour e(r) et O(r) les expressions suivantes: 
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1 wv: rele am 0 3.5/6 0 
(m—m-Fl)&-» (N--M)dm—1 ...(n—2m-rl), X— 3)... (— Gem) 


(n — m + 2)as (n — m+ lan... (m — Im T 2)a2m—3(— &m—2) . . - (— &am-—3) 


(88) ge) | sn were) Bes amis d Cap) an) 
0 n e. (m—m-l)s-s (—1) .—.(— an.) 
0 0 . (n—m-2)&-3 0 2.2. (— 9m) 
0 0 E n 0 us (el) 
et 
0 Aid 0 1 a soo Hi 


(n, — m + Lans... (n — 2m + l)e 2 (— m) — am)... (— dom») 


(m —m 2)an—3 see (n — 2m EIS 2)4om—3 (— &q.—2) (— en) ... (— (2 m—3) 





n e. (n — Man (—«) — a) ... Can) 
(34) x) = 
0 ... (n — m + Dane TR) Lee) 
0 nn (RM + Dam a 0 CH 
0 
0 Be n 0 0 nee (C= 1) 


On en déduira ensuite l'expression des coefficients de ¢(x); on aura: 


R, E » (à + DAT uL E. = N Ben 
i=0 i=0 


et par suite 
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s=n—m—1 i=s 


(35) de) P > us > [@ ae Dyer Es Bi On] 


s=0 0 
- a , 
ou bien en posant d'abord 
Po = In + Zaun 3% + BG, Arne. + (n — m)eg 42" 773 
Py E Ga SE 2 sti ds Euetees + (n — m — l)g,a"——1 
0 = ç n—m—1 
Pn—m—1 — Ua —yt 
puis 
— Sy = Gn=1 xis On—2% + Dou T Catto 
— o, = Gn—1% a (b^ idée Ar CET iot 
— Gt El 
Po Pi ... So Sı 
(n — m + Dan. (n. — M)am-ı a Cay. a 
(n. L— n E 2)4m—3 (n M Se 1)an—2 ce —— Ome — Gn-1 
1 n (n — 1)a, — 4, — 4, 
(36) ¢@)= 
1 0 n —11 — 4, 
E 0 0 —1 
0 
0 0 0 0 





Reportons-nous maintenant aux relations (29) et (30). 


Sur une équation différentielle linéaire du second ordre. 135 


En faisant le produit de ces deux relations on en déduit 
(37) 4*g* (sn? x) — sn’ x en’ x dn? zd" (sn* à) = D(sn* z — sn’ o)f(sn* a), 


D désignant une constante, puisque les deux membres sont deux fonc- 
tions périodiques ayant les mémes zéros et les mémes infinis. 
Si on remplace sn? par x, cette équation peut s'écrire 


4 


(38) Poe) — [e — (1 + E?) + K'2?]p' (x) = Die — sn’ e)f(v) 


Si dans les deux membres de l'équation (38) on égale les coefficients 
de x et les termes constants on a 


2° Ap Al — Re = Day — sn? was) 
(39) 


A? = — Dsn' eaa 


On en déduit 


VA SORS 


40 sn’o = — - 
( ) Ron + AGREE Tr 24, 0,—1) 





On peut aussi obtenir d'autres expressions de sn’ c, qui seront souvent 
plus simples, en égalant dans les deux membres de l'équation (38) les 
coefficients des puissances » + 1 de x on aura: 

1° Si n = 2m 


(41) LR =D 
et en joignant à cette équation la seconde des équations (39), on en déduit 
pour le cas de n = 2m 


22 42 
"ER 


42) ann = Se eae 
( kan Ra 


2° Si n = 2m — 1, 
on aura en égalant les coefficients des puissances n + 1 de x dans 
l'équation (38) 


(43) 242 = D 


et en joignant à cette équation la seconde des équations (39), on en déduit 
pour le cas de n = 2m — 1 
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(44) sn* w = — Ay 


2 
An An 








La valeur de « étant connue au signe près par la formule (40) ou par 
l'une des formules (42) ou (44), il faut encore fixer son signe. 

Pour cela nous remarquerons qu'en vertu de l'équation (30), @ est 
un zéro de l'expression | 


Ac (sn? x) + sn x en x dn adi(sn* x) 
On aura done la relation 


d (sn* w) 


45 À = —sn o en e dn o - 
> ¢(sn* e) 


qui fixera la concordance des signes entre © et 2. 
Ayant obtenu l'expression de « en fonction des coefficients connus, 


il nous reste à obtenir l'expression de > en fonction des mêmes coefficients 





et de o. 
Dans le cas qui nous occupe (où m, — », =”, = 0) on a 
n 
C N 6a) 
2 Li (ai) 


Si dans les relations (29) et (30) on change x en x + ik’, elles 
deviennent: 
Ae[sn* (x + iK] — sn (z + 1K’) en (e + 7K’) dn (x + 47) [sn* (x + 2&7)] = 


U PU * Oa — a) — a,) ..... Oe — a,)6(x + ©) 





Àg [sn* (z + iK’)] + sn (z + iK’) en (x + K^) dn (e + iK?) [sn* (à + iK)] = 


m PEE Oe + 4,)O@ + à) ..... O(v + a,)6(x — w) 
H"* (y) 





et on en déduit 
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Oe + a,)8(z + a,)8(x + a) ..... Ka + a4) Ox — e) a ur, Nb 
x — a) — a,)O(@ —a,) ..... Oa — a,) Oe + o) = 





(46) 


Sea Ag [sn (w + iK’)] + sn (e + 1K’) en (x + ik’) dn (x + £K7)g [sn* (e + iK’)] 
Ag [sn (@ + K^] — sn (z + iK’) en (e + 7K’) dn (e + iK)¢ [sn* (e + 2K)] 





Posons maintenant 


DORE Ama: + A 2m + Ayam 
unc Wn e cT JE yee em TS Te en 


et distinguons deux cas, suivant que n est pair ou impair. 
1° n pair n = 2m 
Alors en vertu des relations 





sn’ (æ.+ iK") = 


k? sn? 2 


en + dn x 
k° sn° a 


sn (x + 7K’) en (@ + 1K’) dn (x + ik’) = 


on aura en multipliant haut et bas dans le 2° membre de (46) par 
qn sn "+1 x 


(n+1)ri 
SSS 


6(x + a,)O@+a,)..... Ax + a,)O0(x — o) nr 
O@ — a,)Kz —a,) ..... O(x — -a,)0(v + o) 





Asn zg,(k* sn? x) — ena dn ed,(k* sn? gr Dy". 
~ Asnaeg,(k* sn*a) + en e dn ed, (k? sn? x) 





prenant ensuite la dérivée logarithmique de cette expression et y faisant 
x — 0, on aura 


QW 84). ,9(9). + De — 449,0) 


E 


“Ld a) — ~ Ow) K 9,0) 








C'est à dire 


€ (n+1)m + Om). 24» 
an) Bh s Monde E Wo) Ex 
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et par suite dans le cas de » pair et égal à 2m on aura pour l'équa- 
tion que nous considérons (où s, — », — n, = 0) en vertu des formules 
(24), (25), (29) et (30) l'intégrale générale qui sera donnée par la formule 











Ä ae) ex 
(48) dn’ x en” = sn” x | A[2g (sn? x) — sn x en + dn zd (sn* 2)] Hed MEE ce 
RN A'(w) i3 AAm i 
+ B(Ag(sn* x) + sna en x dn z (sn? 2)] uu e Fo rl | 


formule dans laquelle tout est maintenant connu. 

2° n impair nm = 2m — | 

On aura en remarquant que dans ce cas d(r) est de degré m — 2, 
et multipliant haut et bas dans le 2° membre de (46) par A?” sn?” x 


(n+1)ri 


Oe + a,)O(~ + a,) Le Oe + an) O(a — ©) = FT 
Ole — a,)8(e — a) ..... (a — a,) Oe + o). 








(41) Ag, (kh? sn? x) — k° sna ena dn zd (E^ sn? à). 
ig, (k* sn* à) + k? sna en e dnad,(k* sn* =)’ 


=(-1) 





en prenant la dérivée logarithmique de cette expression et y faisant 
æ = (,-on aura : 


J = O(a;) As, O(a) (n + l)ri 9 E, (0) 
da) Ko) Ketel dg, (0) 








C'est à dire 


(49) C (n4  8(w ER. 
DU XE Ga ae 





et par suite dans le cas de » impair lintégrale générale de l'équation 


(1) où l'on suppose », = n, = n, = 0 c'est à dire de l'équation 
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d’ı k’snzen® sn æ dn x enw dna | di 
Lm E 2) 2y = 








da? dn a ena DUET EI dr 





DO + 1) + E sn*a(n + » +», + »,)- 


S p dn’z | ko 
-| v,(v, + |) oats ¥(% + 1)— dn 


- (n nn #42 fr 


sera 








| a ) ee | 

y y Vo 2 2 oH Aw) AA = 
50) dn'zen"zsn"z| A[Ag(sn'a)— snzenadnaxg(sn*z)] ~—~—.e ^) | "4" 

(50) dn zen'zsn^ae [Ag (sn* à) — sn x en dno d (sn^a lg ned sh 


Bla) [s e : 
2 ein Hv) NEO lb 
+ B[Ae(sn? xz) + sn x en x dn ad(sn? 2)| ———e * * ; 
[Ag (sn? x) ¢ ] Hia 
Je fe ral remarquer que le résultat auc uel nous sommes arrivés pour 

| I 
le eas oul n — 4 


, =n, = 0 sappliquerait presque sans changement si 
trois quelconques des quantités », n 


po N,, N, étaient nulles, il suffirait 
dans les équations (12) de considérer au lieu de sn’ a, lune des quantités 
sn’ (a, + K), sn? (a, + ik’), sn? (a, + K + ik’), suivant le cas, et alors 
les équations qui s'appliquent au cas présent prendraient la forme de 
celles dont nous sommes partis pour le cas den — », = n, = 0. 

Dans un prochain mémoire nous nous proposerons de résoudre pour 
le cas de n, = n, — 0 les problèmes que nous avons résolus pour le cas 
précédent; et nous reviendrons ensuite à lexamen du cas general. (') 


Chateau de Valliere 15 Mars 1883. 








(*) Une grande partie des résultats auxquels nous sommes arrivés dans ce premier 
mémoire avait déjà été obtenu, par d'autres méthodes pour l'équation de Lami. 

En dehors des beaux travaux de M. Herurre sur ce sujet, dont nous avons parlé 
en commengant, et de ceux quil avait déjà donné dans son cours lithographié de l'école 
Polytechnique; nous devons citer les remarquables résultats obtenus par M. Brroscui et 
publiés dans les tomes 9 et 10 des Annali di Matematica ainsi que dans deux notes parues 
dans les tomes 91 et 92 des comptes rendus de l'académie des sciences de Paris. 

En particulier, dans la note publiée dans le tome 92 des comptes rendus, l'éminent 
analyste donne une formule récurrente, analogue à la formule (23) qui permet de calculer 
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de proche en proche les coefficients de f(x). Toutefois cette formule contient quatre 
coefficients consécutifs de f(x) tandis que la relation (23) n'en contient que trois. 

Nous ferons remarquer de plus que la relation (21) dont nous avons déduit la formule 
(23) ne diffère pas au fond de l'équation différentielle du troisième ordre à laquelle satis- 
fait le produit de deux intégrales particulitres de l'équation différentielle du second ordre, 
équation donnée par M. Bnroscur dans le tome 9 des Annali di Matematica et antérieure- 
ment par M. HERMITE, mais les méthodes employées par les deux savants géomètres ne nous 
auraient pas fourni les relations (15). ; 

Or ces relations nous étaient nécessaires, premitrement pour fixer la concordance des 
signes entre les quantités a lorsque l'on prend lintégrale sous sa premiere forme, et ensuite 
pour nous permettre de passer de cette forme à celle sous laquelle nous l'avons mise en 
dernier lieu. 





SUR LES LOUCHES DESNTVEWU 
ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


PAR 


E. BELTRAMI 


a PAVIE. 


Tout le monde connait les élégantes propriétés des surfaces et des 
couches de niveau par rapport aux masses agissant d'aprés la loi de 
Newron, ainsi que la belle application que ces propriétés recoivent dans 
l'étude des systemes ellipsoidaux. 

Des propriétés tout-a-fait analogues ont lieu par rapport aux actions 
électromagnétiques. Des 1872, dans une courte note insérée au Nuovo 
Cimento, jai indiqué des systèmes de courants, auxquels jai donné le 
nom (qui peut-être n'a pas été parfaitement bien choisi) de solenoides 
neutres, et qui présentent des analogies tres-frappantes avec les couches de 
niveau. J'ai montré, un peu plus tard (en 1874), dans des Recherches 
sur la cinématique des fluides, que l'on rencontre une application trés-simple 
de ces systémes chez les surfaces de second ordre: seulement ces surfaces 
ne sont pas, cette fois, des ellipsoides, mais des hyperboloides à une nappe. 

J'ai quelque raison de croire que la connaissance de ces propriétés 
n'est pas aussi généralement répandue qu'elle pourrait l’etre. C'est pourquoi 
je prends la permission d'en présenter un exposé succinct aux lecteurs 
de ce Journal, d'autant plus que des recherches postérieures me permettent 
d'en abréger considérablement la démonstration. Je m'étais d'abord servi 
du théorème de GREEN, et ce procédé est sans doute le plus naturel et 
le plus direct, lorsque l'on tient compte d'une remarque due à M. W. 
THomson (Reprint, S 515). Mais les fonctions qu'il faut considérer n'étant 
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pas, en général, monodromes, l'emploi de ce théoréme exige, comme on 
sait: d'après M. Hermmorrz, quelques modifications qui compliquent un 
peu les raisonnements. Je suivrai done une autre voie, en m'appuyant 
sur les formules qui servent à définir les systèmes de courants dont 
laction extérieure est Ja méme que celle d'un corps magnétique donné. 
Jai eu tout récemment l'occasion d'établir ces formules d'une manière 
rigoureuse, dans une Note communiquée à Institut Royal de Milan 
(séance du 12 Avril 1883). 

Je vais d'abord rappeler ces formules, ainsi que les conventions sur 
lesquelles elles reposent. 

Soit S l'espace occupé par un corps magnétique et soient a, fj 7 
trois fonctions monodromes, continues et finies des coordonnées a, y, 2, 
représentant les composantes suivant les axes du moment magnétique 
(rapporté à l'unité de volume) au point (x, y, z) de l'espace S. L'action 
que le corps exerce sur un point extérieur quelconque est identique, 
comme on sait d'aprés Amppre, à l'action électromagnétique exercée, sur 
ce méme point, par un certain systeme de courants constants et fermés 
qui circulent en partie dans l’espace 5, en partie sur la surface g qui 
termine cet espace. Pour définir complétement ce systéme il faut con- 
naitre les composantes w, v, w de l'intensité spécifique (de volume) en 
tout point (x, y, 2) de l'espace S et les composantes %, t', 4€ de l'intensité 
spécifique (de superficie) en tout point (x, y, 2) de la surface e. Or ces 
six quantités sont données en fonction des composantes a, 8, y du moment 
magnétique par les formules tres-simples 


9 à dr 2 2 
(1) U oe — Sil v= AOL. Be w= ng AM a8 
ez oy Che ez? 21 Oa? 
> E à a 2 2 
nce cy cea cz cy ea 
E = [sp EM 2 - "NERIS ES 4 — LUS EE — 
(1) lea Fan? ; ! n $n? 4 en Pa 


ou n est la normale intérieure à la surface c (voir le Reprint de Thomson, 
$ 554, ou la Note citée ci-dessus). 
Il est commode de transformer les trois dernières formules. On a 


d'abord 


77 
t2 
— 
~ 
~ 
2| 
| 
: 
> 
~ 
~ 
> 
2 
1 
I 
o 


EE ÀÀ! M m Ee 
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relation dont la nécessité découle de la definition méme des quantités 
U, v, w. Menons, ensuite, par le point (x, y, z) de la surface deux élé- 
ments linéaires orthogonaux ds, dy de cette surface, de telle manicre que 
les trois directions ds, dv, d» soient congruentes à celles des axes positifs 
des z, y, z. On tire alors des équations (1), 





oz ex dy oz 
mw v + zr it VO aai Za. Huo? 


et l'on reconnait trés-aisément que les quantités %, ®, @, assujetties à la 
condition (2), ne peuvent satisfaire à cette dernicre équation, quel que soit 
le couple orthogonal (ds, dy), qu'en prenant les valeurs (1),. La derniére 
équation peut être encore simplifiée. Soit jj l'intensité spécifique dont 
U, ©, Ww sont les composantes suivant les axes, et soit jj, la composante 
de cette méme intensité suivant une direction quelconque »: on peut 
alors écrire 


LS 
to 
Ww 

> 


À,ds + ade + Bdy + ydz = 0 


ou dx, dy, dz sont les composantes, suivant les axes, de l'élément linéaire 
ds, et ou v indique la direction de l'élément linéaire normal à ds, dans 
le sens précis qui a été indiqué ci-dessus. 

Cela posó, nous considérerons une distribution de magnétisme trés- 
partieuliere. On sait déja par Poisson que lorsque les composantes du 
moment magnétique satisfont aux conditions 








dc 2g or F 
== © en tout point de S. 
ex ap oy + Oz I le ? 
a) ^ A | 
oa oy oz 
a = ES) » » » Do: 
on a on, T Ton 2 


la fonction potentielle magnétique est partout nulle. Mais nous suppo- 
serons, en outre, qu'il existe une fonction ¢ des points de 5$, telle que 
lon ait 


I do I do , I do 
(3) Dama alae re ren 
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et que lon ait aussi, par conséquent, 


(3). A 0 0 en tout point de 5, 
ait 
(3) = 8) » » > Dae 


Les égalités (3) exigent que les premières dérivées de @ soient mono- 
dromes, continues et finies en tous les points de 5. Si done on veut 
pouvoir satisfaire en méme temps aux conditions (3),, (3),, sans que ¢ 
devienne = Const., il faut supposer que l'espace S soit infini, ou, s'il est 
fini, qu'il ne soit pas simplement connexe; et, dans ce second cas, il faut 
que la fonction ¢ ne soit pas monodrome dans cet espace. Cette fonction 
peut, en effet, étre envisagée comme le potentiel des vitesses d'un liquide 
incompressible, mobile dans l'espace 5. (Pour fixer les idées, il est bon 
d'avoir en vue le cas simple d'un espace 5 fini et doublement connexe, 
c'est à dire d'une surface o tubulaire et rentrante.) 

Les équations (1) donnent «=v — w — o, d'ou il suit qu'il n'y a 
pas de courants dans l'espace S. L'équation (2), donne de son cóté 





(3). Gases 


d'où il suit Jj, = o pour dg — o: il n'y a done de courants que sur la 
surface s et ces courants circulent le long des lignes d'intersection de 
cette surface avec les surfaces g = Const. Si la direction » est celle du 
courant, on a, pour l'intensité vraie du courant qui circule dans la bande 


comprise entre les deux lignes contigües @ — Const, ¢ + de = Const., 
: de 
Jds = d 


On peut dire aussi que l'intensité spécifique J est donnée par la formule 


(3) ÿ= = 

AT 
où N est la normale aux surfaces ¢ = Const. de sorte que cette intensité 
j a la méme expression, au signe prés, que la densité d'une couche de 


niveau sur une de ces surfaces. D'une manière ou d'autre, on voit que 
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la fonction ç régit la marche aussi bien que l'intensité de tous les courants 
du systéme. 

De léquivalence de ce système avec le corps magnétique on conclut 
immédiatement que l'action des courants est nulle au dehors de l'espace 
S. Pour calculer cette action dans l'espace S lui-même, il suffit de se 
rappeler qu'à l'intérieur d'un corps magnétique les composantes de la 
force, suivant la définition dite électromagnétique, sont données par les 
dérivées négatives de la fonction potentielle (qui est nulle dans notre cas) 
augmentées respectivement de 4za, 47, 4ry. Cette force n'est d'ailleurs 
autre chose que celle due au systéme de courants équivalents: done (3) 
les composantes cherchées sont 





oy °P [2 
we: Ara: 2p 
ow 2 Oy 2 02 


On peut maintenant écarter tout à fait la considération du corps 
magnétique et envisager & comme fonction potentielle électromagnétique 
de courants existant en dehors de l'espace S. On a alors le théoréme 
suivant, dans l'énoncé duquel on a rétabli la généralité des hypotheses 
essentielles: 

Soit ¢ la fonction potentielle électromagnétique d'un systeme I’ de courants 
et soit o une surface, lieu géométrique de lignes de force extérieures relatives 
à ces courants, et partageant l'espace infini en deux regions, S et S', dont 
la première ne renferme aucune partie de I. Si lon fait parcourir cette 
surface par un systeme de courants (solenoide neutre), dont l'intensité spéci- 
fique (de superficie) soit 








M 4noN’ 


N étant la normale aux surfaces g = Const., l'action électromagnétique de ce 
système est nulle dans tout l'espace S' et est identique, dans tout l'espace. S, 
à celle du système primitif T. 

On peut ajouter que l'intensité totale du solénoide est égale à celle 
du systeme /; lorsque les lignes de force dont e est le lieu géométrique 
entourent fous les courants de ce système. 

L'analogie de ces énoncés avec ceux qui se rapportent aux couches 
de niveau ordinaires est évidente. Cette analogie parait encore plus 
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compléte si l'on tient compte d'une propriété importante établie dés 1870 
par M. Borrzmaxx (Journal de Boncnanpr, t. 73) relativement au potentiel 
d'un solénoide neutre sur lui-méme, potentiel qui est exprimé par 


On peut encore généraliser le théorème précédent, de maniere à 
comprendre le cas qui a été considéré par M. BERTRAND par rapport aux 
distributions de masse ordinaires. On trouve alors que si le solénoide 
orthogonal sépare deux parties, /, et 7%, du système 7, son action en 
S est égale à celle de la partie 7, tandis que son action en S’ est égale 
et contraire à celle de la partie 7%. (Cette différence de signes est 
naturellement subordonnée au choix que l'on a fait du sens des courants 
du solénoide.) 

Considérons un exemple trés-simple. Supposons que le système /' 
se réduise à un seul courant rectiligne et indéfini, auquel cas les surfaces 
¢ — Const. sont des plans menés par cet are. ‘Toute surface de révolution 
autour de ce même axe peut jouer le rôle de surface s, pourvu que la 
ligne méridienne ne coupe pas l'axe et soit une courbe fermée ou à 
branches infinies. Les courants de ce solénoide étant distribués uniformé- 
ment le long des lignes méridiennes et leur intensité totale étant égale à 
celle du courant axial, l'action. du solénoïde dans l’espace annulaire est 
identique à celle de ce courant. ‚Par conséquent, sil existe, dans cet 
espace annulaire, une masse de fer doux, l’induction magnétique exercée 
sur cette masse par le solénoide est nécessairement la méme que si, le 
solénoide étant supprimé, la masse était exposée à l’action du courant 
axial de méme intensité. D’apres cela, lorsque la masse de fer doux a 
elle-aussi la forme d'un anneau de révolution autour de l'axe (la section 
étant quelconque), sa surface devient un lieu de lignes de force inductrices. 
Or chaque fois que la surface d'un corps magnétique isotrope est un lieu 
de lignes de force inductrices, la solution du probleme d'induetion est 
immédiatement donnée par la seule inspection de l'équation fondamentale 
de Poisson (la magnétisation induite rentre alors dans le type (3), (3),, 
(3),, où e est proportionnelle à la fonction potentielle des forces inductrices 
extérieures). On est ramené ainsi, dans le eas trés-particulier de l'anneau 
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de révolution, au résultat que M. Kineunorr a établi par le calcul direct 
(Gesammelte Abhandlungen, p. 226). (') 

Voyons maintenant l'application que lon peut faire des propriétés 
précédemment établies aux surfaces de second ordre. 


Désignons pas w, v, w les trois racines réelles de l'équation en A 


2 2 2 


a y 2 


en Vea ED - 





1; 


en supposant 
&>u>—d>y>—b’>w>—a}; 


et posons 


a] 
du dv dw 


W — Y Fw) 





—c? —d2 ri 
ou 


F(4) — (à + 2(P + 2)(c°? + 2). 


Nous fixerons tout-a-lheure le signe des radicaux sous les intégrales U, 
V, W: en attendant, nous designerons par H, I, K les valeurs absolues 
de ces trois intégrales, lorsque les variables w, v, w y atteienent leurs 
limites supérieures (respectives) oo, — c^, — b’, 

On sait que l'élément linéaire de l'espace est donné, en w, v, w, par 
l'équation 


ads? = (u — v)(u — w)dU* + (u — v)(v — w)dV? + (uw — w)(v — w)aW?, 
d'ou l'on tire 


4 


(u — w)(v — w) ' 


4 ; 4 


Wan Ange’ 





A,U= du e em 





(*) Il n'est pas inutile de remarquer quil y a deux cas généraux où le probleme 
de l'induction magnétique admet une solution immédiate. Le premier est celui où la surface 
qui termine le corps est de niveau par rapport aux forces inductrices: c'est le cas qui a 
servi à M. THomMsoN pour expliquer les résultats de FARADAY au sujet de l'induction 
électrostatique. Le second est celui dont il est question ci-dessus. 
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De ces dernières expressions on conclut, comme on sait, que les dérivées 
des fonctions U, V, W par rapport à x, y, 2 sont finies partout, excepté 
le long de l'ellipse focale, pour U, de l'hyperbole focale, pour V, et de 
ces deux lignes à la fois, pour W. Les dérivées secondes de ces trois 
fonetions satisfont aux équations 


> 
S 
| 


DUO, o, N W=o 


partout ot elles sont finies. 

D'aprés cela, si on considere un des hyperboloides à une nappe, que 
nous désignerons par o et qui sera défini par une valeur partieuliere v, 
de v, et si, pour distinguer entre elles les deux régions de l'espace qui 
sont séparées par cette surface, l'on indique par S celle où se trouve le 
centre et par S’ la région annulaire extérieure, on voit que les dérivées 





aU oU eU 
ox? oy,” Oz 


sont finies en tout point de S et que les dérivées 





ow SW ew 
ex gy ? Oz 


sont finies en tout point de S’, 

Pour que les dérivées de U deviennent aussi continues en S, il suffit 
de changer le signe au radical V/'(w) chaque fois que le point (x, y, 2) 
traverse le plan z — 0, où ce radical s'annule. De méme, pour que les 
dérivées de JV deviennent aussi continues en 5', il suffit de changer le 


signe au radical V Iw) chaque fois que le point (x, y, z) traverse les 
deux plans z — o, y — o, ou ce radical s'annule. Afin de satisfaire à 
ces deux conditions, nous conviendrons de donner toujours au radical 
Vu) le méme signe que z et au radical YF(w) le signe contraire à celui 
du produit zy. Par ces conventions, lorsque le point (x, y, 2) ira de 
2=— © à 2=+ m par un chemin quelconque en 5, la fonction 
monodrome U passera avec continuité de la valeur — H à la valeur + H; 


, 


et lorsque le point (x, y, 2) décrira en S’ un chemin fermé autour de 
l'hyperboloïde (v), la fonction polidrome W passera avec continuité de la 
yl 07? 


valeur W, qu'elle possédait au point de départ, à la valeur W + 4K 


OE 
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qu'elle prendra au méme point, aprés le tour complet (en sens positif). 
Par ces mêmes conventions, si l'on désigne par s l'are de l'une quelconque 
des courbes à branches infinies 


v = Const., w = Const., 


qui existent dans l’espace S, et par s' lare de l'une quelconque des 


courbes fermées 
Von v = Const. 
qui existent en S’, on aura 


aU 2 ow 2 








os Vor v) (m — Ww) R os’ V (wu — w)(v — w) 


(radicaux toujours positifs), les arcs s et s’ croissant dans les sens indiqués 
ci-dessus. On voit done que ces dérivées, ainsi que celles prises par 
rapport à a, y, z (que l'on déduit immédiatement des précédentes), sont 
bien réellement monodromes, continues et finies dans les espaces (respectifs) 
S et S' et qu'elles deviennent, à l'infini, infiniment ‘petites du second 
ordre par rapport a linverse du rayon vecteur. 

(On peut faire des considérations tout-a-fait analogues sur la fonction 
V, qui est de l'espèce de W.) 

Les fonctions U et W étant définies de la sorte, rien ne s'oppose 
désormais à ce que nous considérions ces fonctions comme des cas parti- 
euliers de celle que nous avions désignée par c, c'est à dire que nous 
prenions g = U, par rapport à l'espace S, et @ = W, par rapport à 
l'espace 5. On a alors sur l'hyperboloide & deux systèmes de courants 
et on peut immédiatement énoncer les théorémes suivants: 

Si les lignes de courbure elliptiques de Uhyperboloide à une nappe (v,) 
sont parcourues par des courants, avec l'intensité spécifique 


: I OU 
~ AxON" 


où N est la normale aux ellipsoides, l'action. électromagnétique de ce systeme 
de courants est nulle dans l'espace S' et a la fonction potentielle U (à une 
constante pres) dans l'espace 5. 
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Si les lignes de courbure hyperboliques du méme  hyperboloïde sont 
parcourues par des courants, avec l'intensité spécifique 





on N est la normale aux hyperboloides à deux nappes, l'action. électromagné- 
tique de ce second système de courants est nulle dans l'espace S et a la 
fonction potentielle W (à une constante près) dans l'espace S'. 

On peut considérer U comme la fonction potentielle de courants /% 
existant dans l'espace 5' et W comme la fonction potentielle de courants 
I’, existant dans l'espace 5. Ces courants peuvent prendre, évidemment, 
des dispositions tres-varices. On peut, par exemple, concevoir /' comme 
étant formé de courants disposés suivant les lignes de courbure elliptiques 
d'un hyperboloide à une nappe au paramètre v v,, ou méme, à la 
limite, suivant les ellipses du plan z — o homofocales et extérieures à 
lellipse focale: la loi de distribution de ces courants serait la méme que 
pour ceux de lhyperboloide (v,); seulement il faudrait, dans le cas limite, 
en doubler Vintensité. On peut, par la méme raison, concevoir /, comme 
étant formé de courants disposés suivant les lignes de courbure hyper- 
boliques d'un hyperboloide à une nappe au paramètre v — v,, ou méme, 
à la limite, suivant les hyperboles du plan y — o homofocales et in- 
térieures à l'hyperbole focale (avec les mémes remarques touchant la loi 
de distribution). P 

Si on fait coexister, sur un méme hyperboloide (v,), les deux sys- 
temes de courants qui circulent le long des lignes de courbure, on obtient 
un nouveau systeme, dont les courants parcourent les lignes 


e = U + W = Const. 
ou les lignes 
oe = U— W = Const., 
suivant le sens des deux systèmes composants Il est facile de voir que 


ces lignes ne sont autres que les génératrices rectilignes de l'hyperboloide 
(ce qui n'est qu'une forme particulière du théoréme d'addition).  L'intensité 
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du courant composé qui parcourt la bande comprise entre deux généra- 
trices contigties est donnée par la formule générale 

do 

4z' 
mais on peut aussi exprimer l'intensité spécifique au moyen de la troisieme 
fonction V, que nous n'avons pas encore mise en oeuvre. En effet l'élé- 
ment linéaire de l'hyperboloide étant donné par l'équation 


4ds? = (u — w)|(u — v,)dU? + (v, — w)dW’\, 


la condition d’orthogonalité de deux éléments ds, ds du méme hyperbo- 
loide est 


(u — v,)dUdU + (v, — w)dWoW = o. 


Si le second élément appartient à l'une des génératrices rectilignes, savoir 
si l'on a. AU + 9W — o, cette condition se réduit a 


(u — v,)dU + (v, —w)dW =o. 


De cette équation et de dU + dW = de on tire 


UNE = 2 — V, 
dU — *— "dg, AW = + =" dy, 


2) 1) U 


et, par suite, la distance normale ds des deux génératrices ç et @ + de, 
au point considéré, est donnée par 


ads? = (u Jo, — wg’, 
d'ou l'on tire 





L'intensité spécifique des courants rectilignes peut done sexprimer, 
abstraction faite du signe (que l'on détermine aisément d'aprés les 
conventions) par 

x 19V 
UL AxON? 


ou N est la normale à l'hyperboloïde (v,). 
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Ainsi lon a cet autre théoréme: 
Le système des courants qui parcourent les génératrices rectilignes, d'une 
méme famille, de Uhyperboloide (v,), avec l'intensité spécifique 


4 I9V 
JL AnaN’ 


où N est la normale à cette méme surface, a, dans l'espace S, la fonction 
potentielle U (a une constante et au signe prés) ef, dans l'espace S', la 
fonction. potentielle W (à une constante et au signe pres). 

Le choix des signes de U et de W dépend du sens des courants 
rectilignes (nous omettons la discussion de ces signes, qui n'offre aucune 
difficulté). . 

On reconnait aisément que ce dernier théoréme n'est qu'un cas 
particulier de celui que nous avions énoncé pour le cas ou la surface o 
sépare le système /' en deux parties Sous ce point de vue / et /; 
pourraient étre, par exemple, les deux couches focales (électromagnétiques). 

D'aprés ce qui preeede, les lignes de courbure et les lignes asympto- 
tiques de l'hyperboloide à une nappe reçoivent une application électro- 
magnétique tréssimple. Dans cette application toutes les racines de 
l'équation cubique bien connue trouvent leur emploi, tandis qu'une seule 
de ces racines figure dans les applications qui se rattachent à la théorie 
du potentiel ordinaire. 
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SUR LA TRANSFORMATION 
DES 


FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES DE PREMIER ORDRE 


PAR 


MARTIN KRAUSE 


à ROSTOCK. 


Des travaux de M. Hermire et d'autres savants sur la transformation 
des fonctions hyperelliptiques de premier ordre, il résulte qu'on peut 
représenter les fonctions theta transformées pour une transformation quel- 
conque du '"* degré, abstraction faite d'un facteur commun, comme 
des fonctions entières des fonctions primitives theta, du m^" degré, et 
contenant un certain nombre de constantes linéairement. Dnroscmr a donné 
une détermination de ces constantes. Nous ferons remarquer dans la suite 
une autre méthode de détermination au moyen de laquelle ces constantes 
deviennent des fonction® rationnelles des fonctions théta, soit primitives, 
soit transformées, quand les arguments prennent la valeur zero. L'avantage 
de cette méthode, c'est qu'elle donne en méme temps le moyen de déduire 
autant de rapports modulaires que l'on veut pour un degré queleonque 
de transformation. 

Nous nous bornons ici au cas d'une transformation impaire, car le 
cas d'une transformation paire n'offre, en principe, aucune particularité. 
Nous aurons alors le droit de nous borner aux représentants qui appar- 
tiennent à la transformation proposée. Ces représentants devront être 
convenablement choisis. Enfin, nous signalerons quelques rapports qui 
existent entre ces théories et la theorie des nombres. 
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AN 


Nous rapprocherons d’abord certaines formules de la théorie des 
fonctions théta, qui serviront beaucoup dans la suite. D'après la forme 
sous laquelle KOENIGSBERGER, dans le 64° volume du Journal de CRELLE, 
a représenté le théorème de l'addition des fonctions théta, on obtient 


immédiatement les relations suivantes: 


{ 
2 vw, , v,) 








E ACER Hee 
4,9, 95(0, Vy) = 35,2 à Tr 9, v,)9,,(%, v,) 
. a I, Is(0;) 9, (v, v,)8, s (V, vi). 


49.00, v,) 


$ Ges 
9,8, 8o, v,) 20609 — 8, 4,6), (0, en €) 


Soe lv Vj), 8. (v 7 v,)8, (v, , 9). 








39.5 v) 


5 à, (Rs) 
8.8, S (v,, v,) ES 











m ad ido? (2, , v,)8, (0, v,) 
(1) + ds 3,0) (v, 2 AL 3 (o, 1? vs). 


(A0 DAR , v,) a E u f5,(v,), 9, (Vy, 2 15) 4 (t Hos v,) 


+ I, 95, (0;), 9, (0, v,)9, (04, Vy). 





8.8, I(0, 4 v,) E 


wur 9. af Vi) 9%, (v, v. ») (0 Ay): 





LLLA "d 5 CHEN 8,80) 0. v, V,)9 (5 v,) 
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a I GE v,) 
Ü (b... Vy) ; 
4,0, 3, ©) eere 2— — 9, 05(v,) 8, (v, v,)8,(v,, v,) 
v \ 


m oe DIT (0 RAO) 4? v.)8, (v, ; 


2 Dale, ? v.) 


I v. : ; 
9. ons’ DAC joo SM 8,8:(v),9. (v, , 9,8, (v, , 9) 


Ov; 
+ Fis(Ui)o 3 (> 9,)8, (v, 
alo Cia ato) 


' > Vs , 
8,9, 8:(v, , eom = 9 Ar ido ) (v Ui, U, 3)9, (v 1? v.) 


oo Hs Ui i), ACH v,)9,,(0, 


Y, t) j 
9,9, Xv, , se = 6,00), 9, (0,, 2,)9,(0,, v) 


+9, No 3% v,)9,,(0 


AUTOUR 9,50, Ys) 
) v, , 
(1) II) s v,) : et RA IT (0) 8, (03 v,)8. (v, v,) 


595. v,) 
) (v, 5 v, > 
DA e (vd, Vy) D AME 8,51(v,,9, (v, v,)8,(v,, 9) 


dv; 
— 8, lit CE v,)9,,01» 


E 2 8n, 3 V,) 
- : J. (v... Us) 
DOO Wy iy er do) (Vj, v,)8, (v, v,) 


Ov; 
xeu 99), TAC. 1? v,)9 (v, 








LAC v,) 
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9,9, 9n, Be ar à E 8,5. (v;), 9, (o, v,)9 (v v,) 
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Les douze constantes 4/(v), que lon rencontre dans ces formules, 
ne sont pas toutes indépendantes l'une de l'autre, mais on a les relations: 


ER 
t3 
un 














21 Heid. Dg 
Le K 9. . us US a, us * 9, x zh 
22 de, . dr. de 
{ 
IK Pad Coo 
11 N ) 
D 4: DR UA 
( { { 
CHEN Vos Fra Vo: Via, 
T 12 9- 9.0 
E Mv? bend N 


2 : Bek Dy SOND 
i (5, + K,,) ur oO qu 


34 4 


X 4 
ur Dos BE 288 


m (Ke "E K,,) ike, 


SALA 
> "ape Oise OER Us U 
E (K, +k LS Eve re 


9 E n. ad» 4, a 
= (CK, + K,,) BGO, 2 





a: oa Dar a, 


€ € € 
q! , = = 277 ag Vere B 44 
90) ru UR + PR i) DIET 7 d 
oe 0... 0.7 0, . 2 
v v, E LK "Ke 23 03 5* ^34. 
al » (1 ar ur 12) D ÿ, M. 
Dans ces formules on a posé: 
k? Ic Ws M 12 : n L^ Ne a m 
dx. ^r arca. B Ta’ 
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puis on a la relation: 


3 3 (3 
m. mem Mis 055.0408 x 
(m m KR) Tr - ——— = K. 
ee SU dU. 








Posons maintenant: 


On tire de là réciproquement: 


Kos KU sees 
Ku, =" Ru eran. 
Posons ensuite: 
9,0, , v,) : 
I = al, (u,, 4) 


‘On tire de la: 


























€ € 
2 HV, a) 2 dulv, , v,) 
Sal. (tt, 5 Wy) < Dn) = DATE UN) 
FREE Eee ROUE ET a), 
eu 22 ov 21 el 
1 1 2 
ACA. FAT) 8a(¥, 5 v) 
Le c = 
Wes al CRE) K d,(v,, ®,) nr d. (v, w,) 
— YT = 1 EDIT 
du, = dv, e ov, 


Les deux erandeurs 
e 


ue 

Jal, (u,. u, 

al, (u,,,%,) et 9 als (a, ts) 
T Ou; 


peuvent être désignées, pour le cas particulier de w, — 0, w, = Oo, par 


1 


al, et al! (w,),; il résulte alors de là que le système d’equations (1) ne 


change pas, quand on met al,, al,(w,),, al,(w,, w,) au lieu de 


8,, Hay, Sv), v,). 
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- Mais alors on a: 





9..9..9,.09.9.9%9 
€ , — € , 01 LEE 29 2 9:10 34 » 
ak (a), = o. AMG EO 
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al; (u,), = 25 — als, (u,), = (“4 
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ale (u ) D Carseat a =] (u ) ns ESSO IO RO A 
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2. Man oa UE Were Ua 
€ { { € { { { 
Ae (u ) o RADO RE Y à; ab. (u ) ^ a Oia OO oO ois 
I 170 Un on oe 13 V'2/0 hn s ots 


De là on tire ce théoréme bien connu que tous les quotients diffé- 
rentiels des fonctions al,(w,, w,) quand on ajoute les grandeurs al,, 
peuvent s'exprimer d'une manière rationnelle par les grandeürs al, (w,, u,). 
Nous supposerons, dans la suite du présent travail, que lon connait ces 


expressions. 


2 


An 


Nous passons maintenant à la transformation de »^"* degré. Nous 
sommes donc autorisés à nous borner aux représentants de cette trans- 
formation. On peut les introduire de la maniére suivante. Nous dé- 
montrons d'abord que chaque déterminant de transformation (a,b,c,d,) 
est équivalent à un autre ot tous les éléments à droite des membres 
eh diagonale sont égaux à zéro. 

En effet, si on désigne par k un nombre entier positif et qu'on pose: 


abl = ale dae. a ccu aq Hy a 
bie bi, + bt, UID = BR er = a 
Ch) em, Ye Ca ELA EUN = 0 


di^ = dil, + ay. di dei m =a, 
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alors, si on suppose en outre que A est un nombre pair, chaque déter- 
minant de-transformation devient égal à: 





Gh as , Oy Ge i Dur Oa ls Or Or al OU OY 
mises b's nb: D db. d beer ME OP EGG OF "OW SEAT O 
m Cx = Ce E Een CE GA OM 1 oS 9 QE OU 
di d, d,.d, dp dads Fdo: eae omo © moo "0 























Nous choisissons maintenant les grandeurs / de maniére que pour un 
k pair, on ‘ait: 
ans o 


Cette détermination est toujours possible. En effet, choisissons d'abord 
les grandeurs /, de telle sorte que les grandeurs aj diminuent quand 
k augmente, le développement est fini et il y aura un k pour lequel on a: 


k+1 


(157 em Gi 


Si alors k est un nombre pair, le théorème est démontré vrai. Dans 
le cas contraire posons, au lieu des deux derniéres équations: | 
k—2 k—1 k 
% = a 1 + % 


ay = ail 
les trois suivantes: 


ab? = Qu — 1) + a 046 
= TE — 
+ a, —a—l,—1) 


ce qui démontre le théorème même pour ce second cas. 
Comme d’ailleurs on a: 
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il s'ensuit que: 


m rcu 0, ay d, 2, 04 Foo i; o oe 
ee. D. D Fu lb, BASE oc ONG O- 1. ONES 
Eu Gy eC, aay " Cy ee Cy Ts 101.07 7. telles irre 
Md rd de m dodo uw. Kar omo. od lh oH 


On obtient ensuite immédiatement: 


k k 
Ce ke a. an 150, za, TORNEOS (Onno 
ER RR oc bebe | Oe | MONO, NO 
CEE SR SEL €; aise At) (Ol sFOyhO Pa 
x A: k ke 
| dj d, d, d; im] d, dj d; d, jo 9 1 6| 





Nous pouvons opérer avec le déterminant gauche sur le cóté droit 
comme avec le déterminant primitif. On a alors: 








qu. city fu ors a a «9 1-0 0 [| rc OMNES 
Bir Dcus my be bob Ci Of T 0,10 © ‘ome 
UP ME ae = Cera. Came (Cs "io 0c x 59 91885 o" pg] 
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Des considérations tout à fait analogues montrent que, par un déve- 
loppement de fraction continue, de plus le déterminant gauche sur le 
côté droit peut étre ramené à un autre où le premier élément de la 
premiére série horizontale est, seul, autre que zéro. On peut de méme 
faire disparaitre le troisióme élément de la deuxiéme série horizontale. 
La vérité de notre assertion se trouve alors immédiatement démontrée à 
laide des équations conditionnelles que l'on a nécessairement entre les 
éléments d'un déterminant de transformation. 

De là on tire, aprés quelques autres conclusions auxiliaires, le 
d.) appartenant à une 


Théorème. Tout déterminant (a,, &,, 6, 


o -— u 
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transformation de m'"* degré, est équivalent à un autre déterminant 
(% Ps Tir 0,) ou les éléments à droite de la diagonale sont égaux à 
zéro, les éléments en diagonale positifs, et chacun des éléments qui restent 
absolument plus petit que l'élément diagonal correspondant, de telle sorte 
toutefois que /4, 7,, 0,, 7, sont positifs ou nuls Enfin les éléments 
satisfont aux équations: 


€ AUN SS 
Kos Ft 1? (38 — 9 
^ 12) 
PP; d f^ e. no 
TO, od =n 


Deux transformations de l'espóce dont nous venons de parler ne 
peuvent jamais être équivalentes l'une a l'autre, sans étre identiques. 
Dorn démontre un théorème analogue dans le tome 7° des Mathemati- 
sche Annalen. Sa methode est différente de celle que nous avons em- 
ployée ici. 

De là suit ce théoréme: 

Théorème. Si on décompose le degré de transformation n en ses 
facteurs premiers, sous la forme: 


Ok 


Er 


et si on fait abstraction des classes où tous les nombres de transformation 
sont divisibles par un seul et méme nombre, le nombre des représentants 
qui ne sont pas équivalents entre eux devient: 


20,—3 2\/ art? nl 
(1 + a,)(ar Le c 1) 
(e 


r=1 





Une simple observation suffit pour ramener la démonstration de ce 
théoréme au cas ou n est la puissance d'un nombre premier. Pour ce 
dernier cas il faut faire une démonstration. analogue, comme l'a fait 
Dorn dans le travail déjà cité. 

Les résultats que nous venons d'obtenir sont exacts pour toutes 
les valeurs positives entières de m. Si n est un nombre impair, nous 
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poserons, au lieu des éléments à gauche des membres en diagonale, leurs 
produits par un seul et méme multiple de huit. 

Les représentants (a,, f, 7, 0,) ainsi définis serviront de point de 
départ pour toutes les considérations qui vont suivre. 

De méme il résulte pour ces représentants, comme M. Herurre l'a 
démontré pour une transformation de nombres premiers, qu'il y a une 
équation de la forme: x 


(1) #, (vi, Vrs Ty Thos Zo) = > x.9,(, , v4) 8. (v, , CAEN CA , v4) * 8, (v, ? v,)” 


On a ici: 


& ts, +e +4 =, €, + e, =e, + €, =0 (mod 2), OE 
u au Pit: Vz = Bv, 


, 


tandis qu'entre les grandeurs 7, Tj, 75, > Tos 7%, on a les relations 
déjà connues. 

Les grandeurs x. sont des constantes inconnues qui seront déterminées 
dans la suite. 

En substituant des demi-périodes on tire de là les expressions corre- 


spondantes pour les 15 fonctions théta transformées qui restent, de la. 


maniére suivante: 


: : 1 I : 
si on substitue v, + -m4 + >07. T hn. au lieu de v, 


D | — 


I I 1 , 
eu EE 5 My + mE TE t, au lieu de [A 


, 


9,0, v, Thy Ti». 7%) prend la valeur ce"78,(v1, 9j, Ti» Tie» 75), OU € est 
la quantité exponentielle qui s'ajoute à la n°" puissance de la fonction # 
primitive, 
I ; : 
€ = —- (nm + nym) + vm, + »,m;, 
et ou on a les relations: 


p y ^ EL y 
am, = 2p, + m, ON = 2y, + m, 


Pis = 20, +: ms, Tao = 29, + ". 


=e 
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IKOENIGSBERGER a donné ce résultat dans le tome 67 du Journal de 
OnELLE. Nous obtenons ainsi un systeme d'équations, composé de 16 
équations de la forme: 


CAD 05 6115 ti». Tas) Dr, o, Oe (Oy „02298 Oia Va) Oy, (0, Uy) = 


Imaginons ces 16 équations divisées par 9,(v,, v,)", et mettons, sur le côté 
enuche, au lteu de (91, 4», Fis Teste 


TAO AG (5 


n ; TE ER, m = 
J. (v, Ua» *115 Tied Gas) 





On pourra alors mettre sur le côté droit al, (u,, w,) au lieu des quotients 
DEUS) 


22 3%. Posons ensuite: 
9. (v, , v,) 


ee 





ime Wah Gann ee) 
) 


x a ay’ - 
9v, s Ve, C 


On obtient alors des relations de la forme: 


u, = Mu + Mu; 
au = Mu, + M;u,. 


Pour les valeurs spéciales wj = 0, u, = o nous désignons les fonctions 
transformées par Al,, les quotients différentiels par AT (wj), 

Les 16 équations de notre systéme peuvent alors toutes être mises 
sous la forme: 


( / Ü / A Lu 
CAPE Vos Tino Tao He) 


2 CL UO ee Wie oy at 
(3) QAM (Uy, U, À; ; K) BOCH 2: 





Lee als (u, ru) sup y" als (0,5%) al, b, yu J^ 
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De ce systeme de 16 équations on peut déduire un autre systeme 


de 15 équations dont chacune a la forme: - 


(4) 2 al, Qui, uy, k’, à, p^) al, (u,, #,)%al, (u,, a,)*al,,(u,, wu, al, (us) 
— eal, (u,, w,)"al, (wu, u,)*al, (u,, u,)*al, (u,, «,)*] = o. 


Imaginons, dans ces deux systémes d'équations, les grandeurs al, (u, , u,) 
développées d'aprés les puissances de a, et w,.  D'aprés les observations 
faites dans le paragraphe premier, les coefficients, dans ce développement, 
sont des fonctions rationelles de 4,. De méme imaginons les grandeurs 
al,(ui, us, k', X, p’) développées d’après les puissances de x, et w,. Les 
coefficients sont alors des fonctions rationnelles connues des grandeurs O, 
et des grandeurs M,, M,, M,, M,. 

i Proposons-nous enfim la méme opération avec la erandeur: 


e 





Nous considérons, dans ce développement, les coefficients comme inconnus, 
à l'exception du membre constant. 
En effet ils ne sont pas indépendants l'un de l'autre, mais nous 
faisons abstraction de cette dépendance. Nous les désignerons par la lettre y. 
Si maintenant nous posons les coefficients de tous les membres 
ui .us, jusqu'aux membres de 2r + 1 ordre inclusiv., égaux entre eux, 
le systeme (3) donnera en tout (r + 1)(16r + 22) équations linéaires avec 


2 
>, va SEX Y ^ Ue. 
les (r + 1)? — 1 + —— inconnues y et z., et le système de 15 équations 
/ ; ; M a n> +s. 
donnera (r + 1)(15r + 21) équations linéaires avec les ——— inconnues z.. 
= : 


Nous devrons toujours être en état, en faisant croitre r, de repré- 
senter les inconnues comme des fonctions rationnelles des grandeurs 4,, O, 


et M,, M,, M,, M,. 


,- En méme temps on obtient autant de rapports 


rationnels que l'on veut entre les grandeurs désignées. 
De la se tire le 
Théorème. Tous les coefficients que l'on. rencontre dans la trans- 


formation de »w^"* degré, sont des fonctions rationnelles des grandeurs 
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0,, M,, M, M,, M,. 


3 


ÿ 
: £ IR, EL : 
que l'on veut. Entre les grandeurs que nous venons d'indiquer il y à 


T On peut les représenter d'autant de manieres 
par conséquent autant de rapports rationnels que l'on veut. 

Cependant on peut encore réduire le probléme. 

Pour cela nous démontrons que tous les produits des constantes 
deux à deux peuvent s'exprimer comme des fonctions rationnelles des 
grandeurs 9, et O,. 

En effet on sait que les carrés de toutes les fonctions théta peuvent 
s'exprimer linéairement par les carrés de 4 de ces fonctions, entre les- 
quelles il y a une relation bicarrée. Nous choisissons les fonctions 
8,(0,, 9%) &,,(v,, v), &,(v,, v,), 9,,(v,, v,)* on a alors: 


ONE ONU IER Rer UNDER AS py MEE Rot Aen Le; Dio qo! V. n M pP ar 
N, (v1, 95, Tis Tin The) = 0; Os, (vi , Ve, Tir» Tis» Ta) — Os wf (015 Ve Tir» Cia; 75) 


7234799327 31. eee. PATE, 22.429492 TODOS SES | 
=> 035,0, 19 Vos Tir» Ties 222) + 01,05; 95 (vi, U55 Tins Tha» Eon). 


702 ff , pu aati + en 2 2 02/ „r af: sat ae) ZA 72 2 02 ER; al? =) al A2 
NH, Vs, C115 Thay 755) = 05,0; 19 Vos Cus Tha 22) — Of, OF 3% (1 5 Voy Tips Cip, C 3 


2 CAE AUTOS ne UTE 222 (oe, QC TENE 
(5) + OU, Ve, Try Thay Ta») — ld, Us, Tj, Tie» To). 
T. 02 / ^ fius AP e My Be = CAA Dee ee ect 2x 2/4] g2 EET CDU 30: S PECES 
NOV}, 95, Zu, Tie» Tr) = 03,0105 (01, 955 Un, Tia» 022) — ld; 955 7115 Tio 722) 


2 2. g3/. "ET =e N 7292.02 fast Se 7! - 
O053,0;,9 (0, , Voy Tito They A) + COUV, 95, 7115 712; Te ). 


\ 
AT 4 9 
N= 23 ES Oss- * 


On obtient les neuf autres expressions en substituant des demi-périodes. 
Imaginons qu'on divise ces équations par 4(r,, v)" et qu'au lieu 


/ ! , 2 


{ d f c c — 2 
a Uae URN M Tien t 


2n 
d,(w,, v,) 


primitif d'équations. Nous obtenons alors 12 équations linéaires avec les 


22 





de 


on introduise leurs valeurs tirées du systéme 


sont des fonctions 


a) 


inconnues z..z.. Les coefficients, si on ajoute 9, et O 
rationnelles de al,(w,, #,). En développant d’après les puissances de 
u, et w, on obtient alors immédiatement le résultat demandé. : 
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Mais si on peut donner aux produits de toutes les constantes, deux 
et O,, la 
méme conséquence a lieu aussi pour les srandeurs M, , M,, M,, MER 


\ 


à deux, l'expression. de fonctions rationnelles des grandeurs # 


a 
Zn effet, nous n'avons guére qu'à former les deux produits 


€ , aj! 7 Be ey, , 0 — E EY) 
9,01, Vb, Tn» Tir Too) - Bald, Vos Tir» Tio» Tor) 
et 


et à les différencier pour voir se vérifier notre assertion. Et nous arrivons 
ainsi au 

Theoreme. On peut exprimer rationnellement par les grandeurs 
9, et O, toutes les constantes que l’on rencontre dans la transformation 
de n°" degré, et d'autint de manieres que l'on veut. Il y a done entre 
les grandeurs 9, et O, autant de rapports rationnels que l'on veut. 

Le nombre de ces relation. peut d'abord étre augmenté par une 
transformation linéaire. En outre, à chaque transformation appartient 
une autre transformation supplémentaire qui jointe à la premiére conduit 
à la multiplication. Supposons qu'on s'en serve et qu'on tire les mêmes 
conclusions que plus haut, on aura entre 9, et O, de nouvelles relations, 


qui en général seront différentes de celles qu'on a trouvées plus haut. 


I] faut maintenant considérer d'abord plus en détail le cas r — o. 
On est alors amené pour les cas » = 3 et m= 5 à la détermination des 
constantes et à la déduction d'une serie de relations theta. 

Soit d'abord » — 3. 


On a alors: 


(1) D (Us Vase ERE PENES ES iy Os (0, Maa Es Ue) Wo 


c —Á 
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Si, dans cette équation et dans les 15 équations que nous obtenons 
. 
en substituant des demi-périodes, nous posons v, = v, = O, nous obtenons 
les ro équations: 


0,9, = x, + TE 0 = Os, + RE 

OF. s = XL, Is Eis T. Bs Ws, 09 77 c, s SUE 2,95; Is: 

0,4, = (f 9 — 2,0 A EO) ae = t Hw, + EI 87. 
(2) 0,8, = ti + v, do + 2,050 +- © IIo + 9,3, 0, 93 0 « 
0:18, — 2. do = 25,0 $$ — X. Ho + c, $0,802 — II 0,9... 
0,9, = x, 95 — 7,05 I, = 2,0 UM -— 2,0% 95 = 2,0,0, 19,9... . 


pto 29g .qog 209 02 ZEE ONE 
0,,0,, = x, 9i, + I + 0,828, + $,91,9, + 59,991 0,9, ,. 


Ici on a posé: 


En se servant de la transformation supplémentaire on obtient, aprés 
quelques conséquenees auxiliaires: 


, ER , - aa - M 
(3) Sr (nou; mo.) = 59.0, ES TRE TE) 
3p , , m. E - ' yl = ah AN 
+= 239, (v1, Bo, Ty, Thay To) 0, (v1, Voy Tp, Tho» 25) 
32 uh 25^ al al? = Q fe , zu ot} Ey. at: a 
+ 29,1, Vb, Tuy Ties Tr) 9, (V1, Vas Th; Tie» Tae) 
m 9 2 , r / E) f) ^ 3 E at sate Ned 
- 941 „Wi; Us, Tq, Tia» Tao) € lo Us, Ty, Tha» 25») 
N 27 7 , , i — c ( , 7 , Fa ee; — € , y, —: c aol 
+ 239,0, Uy, Tir 0», Tyo) Bali Us) Ti, Ti OH Uy, Tiry Thay Gee 
Des opérations trés simples montrent que les 10 équations ci-dessus 


restent invariables quand on pose x, au lieu de x,, O, au lieu de 5,, et 
réciproquement. 
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Des équations on tire: 


0,0, Ec 0, ÿ, 


x [a 
À d; — às, 


RO 
“2 Bo OL + OR) 


3 Ë 
Oy, Fa 0,005 


L= 0,05 m 0, 


7, est déterminé par une des quatre dernières équations (2), par 


exemple par la 7*. On en tire immédiatement les valeurs de 27. 


(8) 


On obtient en méme temps les relations trouvées par KOENIGSBERGER 


Oud + 0,58, sis 0,485 4 =F 0,9, 


Omen zb Or s: eO, 8, ; BE 0,9, 


0, SON rer 0,9, = 0,8, ; 


puis les relations: 


0,8, + 0,,9,, = %,(8) + 0) — ds + 7,95 85, 
= + On) — 210103 +0 

0,8, + 0,9, = a, (84 + 8l) + ad, + x, 
= (9 + ©) + 2,0101, + 2,0;01, 

0,8, — O,,8,, = x, (01 — 84) + 288, — 7,02, 8, 


na (0; w- O1) cis 2,010, rg 1505,05. 
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En différenciant on obtient ensuite les équations: 


€ 5. AY (us) M, ez CT; da + æ,94) al; (a), 


© 


+ 2,9,9,, ali; (u;),. 


O , ^ 
E: g [Als (1), M. ‚+ Alu) Miss] = (91 + 2,91) alis (0), 


7, 9,8, , al; (u;),. 


4 14 


O 5 N é 9 9 , 
E il lu M. = (2,9, + 2,9) al (wj), 


0, , , 2 9 , 
HW > [Alo (ui Mi + Al (us) M1] = (2,0% + 1,9%) aly, (ui), 


2,5, 8, al (i. 


+ 2,5, 8,. ab (uj). 


O0 , , / , , 9 9 , 
E; (Al, (u), Mi + Alu), Misr] = (7,95. + 2,5) (uj), 


an $,0,0,, al; (u)),- 


s S [AU (u), My + Alla) Mas] = (vy? + 2,92) ali (04), 


+ 2,9,9,, al (wi), 


Dans ces douze équations on a posé: 


nem 
EN RR 2 A TII 
la et) 
On en tire immédiatement les valeurs pour M,, M,, M,, M,: 


0,,0,0, (— v, s, + IN DO RACE 
(11) e, M, = Vo3 014 CH 2. Lern zi 








9 TS OD. 050, 0, 4 
O, i O. a, D 005 
(12) e M, = os 25-9 DR Sd. ORORORO. 
02, OF OF I, D, 9,05 054 


(13) e, M, = a, os 





Hie 
9,010; " 0, 0, 0,,0,0,,0,0,,. 

4; 05,0505 ad + v SI, I, A, + ae OO, 
2. 3031040 QUE ORO 
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On a en méme temps, d'aprés le travail que l’auteur a publié dans le 
20° volume des Mathematische Annalen sur les équations de multiplica- 
teurs: 


03:03 B. aO, IL, UL 


(15 MM, — M, M, zx Mos one 3s. a RO, SACRA RE 


93 2 03 0 





Aprés cela il reste encore 8 relations entre les grandeurs 4, et O,. 
Les résultats apparaitront plus nettement si nous introduisons les relations 
suivantes: 


[AL (ui), M, + AT, (us), M, ] a3 (u,), — [AL (wi), M, + AT; (ws), M, Jal; (u,), = da. 
[Al (uw), M, + Al; (02) M,] al;(u,), — [Al,(w)M, + AL (us), M,] als (u,), — dz. 


Les 12 équations ci-dessus prennent alors la forme: 




















(16) x Ai um m > 4, — e, d, — &,d,, = —e,d,, — — e,d,, — — Er =€,d,. 
ed m (Bh — a t 
ed, = (0B MOT 
c,d! — (0,8, — 2,8%) À nm EX 

"dr eda = — (2,95 + v, 9s NT NT "- 9s Hn 
e, di, = (xf, + 2,8) À i zy D 
"E 


En employant la transformation supplémentaire on obtient un nouveau 
systéme de formules On peut le tirer de celui qui precede, en posant 


, 


r' au lieu de x 


a 


O, au lieu de #,, et réciproquement, 


a) 


+3M —3M, —3M, 3M, 
EYE Ma MOSES UM 





> 
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respect. au lieu de M,, M,, M,, M,, et enfin ¢,, e, respect. au lieu de 
$,, ¢,- En comparant on obtient alors les relations suivantes: 


3(— 2,81, + 2,8) = NO + 2101) as 
r 








32,8 + 2,8) = N(— «503 + x on 
See LE 
o9? o 02 ] : nt (2 ' 2 U 9 Ve 
3(, 95, + 2,9) = Na; 09 — x, 05)9-—9- 
23 * 03 
(18) 
2 9 , 7 r 79 j . o 
3(2,9, — 2,9) = N O4, + 2 05) 
ng gu 03 
30,8 + 2,8%) = NO + 2,02) Pu 
32,9; + 2,8.) N(a 0, + 2,0; oO 
“8 34 
^q » 92 Tr! C2 N? Ds 
32,9, + 2,%) = N(x, O + 2,03) 7; D. 
[p 34 


On a posé ici: 





O0 
N = aß —:— Et Ee LR | - 
ot AMET NE SC 


On a ainsi un grand nombre de relations On peut facilement en de- 
velopper une partie, mais non pas toutes, avec les formules de KorwiGs- 
BERGER. ela vient de ce que les équations proposées par KoENIGSBERGER 
sont valables pour les fonctions hyperelliptiques, tandis que quelques- 
unes de celles que nous avons données plus haut sont valables pour les 
fonctions théta. En employant la transformation linéaire on peut déduire 
une autre série de formules; toutefois nous n'en tenons pas compte. 

Nous prenons maintenant le cas n — s. Pour ce qui concerne ce 
cas on peut se reporter à deux travaux de l'auteur, qui se trouvent 
dans le 16* et dans le 20* volume des Mathematische Annalen. 
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Nous posons: 
(19) CGE Oe Gas on) —— 
1,8, (v,, v,) 8, (v, v,)* + 2,8, (v,, v,) 8, (v,, v)" 
+ 2,6, (v,, v,)* 8, (v, Vy)? + v,8,(v,, v,) 8, (0, v,)8, (v, v,)8, (v, Ya) 
+ 2,5, (v,, 0,98, (0, v,)* + 2,8, (0, v,)8,, (0, Uo)! + 2,8, (0, v), (v,, 9,)* 
Fx. (o,, 0;)5, (v, 0.) 9,0, n) + 2,9,(v;, v,)8, (v, %,) 8, (v, v," 
+ 2,8, (v, v,)9, (v, Vy)? 8, (v,, Vg)? + 2,9 (0 Vy) 8, (v, v,)8. (v, v.) 
+ 2,90, v9, (o, 0, )* 9, (0, Vp) + 2,90, 0,)8,(0,, 0,9, (0, 9)" 


En substituant des demi-périodes, on a, aprés quelques réductions 
faciles, les 10 équations: 














= Ou) — 0,8 p= Qu + 95 
ST A Cao )) u Pe) 
pe 0,5 Fos — O,, 833 _ oi = Od + Os do f 
te 95, . Dos (95 — 3) xU ds - 0,, (0$ — 9s) 
0,8: — 0,8, Qu Oui d 
TL, — xu MU D, = tts: 
I di. 85 (IS — Fs) AA) 
D; e CO SR" RO) enis : 
cu a RE 3 = 25,81. 81, + (4, — v, — v, (9$ — 91) + 22,01. du 
2 9 0 1 = 
ERO nse HH. HHH. — 02.05) de + 05) 
> s TU ROG 4. 9. — 280p p E 
0 9 Up Cis » 2 n 
i, Ta AOR + 5. = 22,0505, + — v, — v, (8t — Pry) — 22,9) - 95 


22, . 02, (95 0, — 05, 02) a Via TUE UR , FH) 
tag weg. ug ag, az pU CU NÉ 











0, On 0, O,, ^ 
7 is 7 FR D ay acm E. Gut (a, eh v. )(95 ar $5) + 22,99; 95, 
2 01 0 12 


8. 92,0202 +) 


p. 95: Ute HH + LAS b. D D HO etis 
T£ WU 


9o. s Q5 
Dal NET WU ED RE, Tig D. nd 








LM 
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0, = — 2, HF, — 2,80 + 0,0585, — v,050,,0,,0, + 70,0), + 28,0 


2 


+ £,9,9, — 19,9 05 — x,9,01,95, + x, 8,9 8 + 2, Id 


10 2 0 01 


+ 2,0, — 2,,9,,0, 95. 


0701 13 12 0 


Ces équations font connaitre les constantes 2,,..., 7,,, quand les trois 


constantes 2,,, %,,, %,, sont données. 


En employant la transformation supplémentaire on trouve des ex- 


a 


pressions analogues pour les grandeurs 2. 
En différenciant on trouve d'abord, pour les constantes »,,, v,,, 7 


les expressions: 
0, . 9, (d, 0; + dd) 








Xu = ik * a, : 0 E ÿ, " DACH eS: 9) 
Lio — 9, : 9. (d, 5 — d.d) 
(21) Lio IESU EU . A, (9; — 9i) 


; O, . 9, (d, 95, + dd) 
(48 77 22.08,,.0,, 9, 5) 





En méme temps on obtient les neuf relations: 
A + d, 95, = d, 9, — d,,95, 
(22) d, 9, — d,,9; = da + d,,6; 


— d, 85 — d, Hs = d,,91, + ds. 














"EUR UE E 
713 E » X ^ X2 02 12 01 2 LP 
ad; = — du + x — 85) y 4 0.9, VON URS 
ER FAN) RT) JEU MEE TO A 
73 » Qt » Qt "X? .Q2 12 ot 2 y 
di = (x, 9 + 294 + gn $1) Hd PLOW 
ns UU UAE ts 
^: nm (v. os 2 v. Ds Ef 3 Is) ,,,. Cm O, . 9. | 
= a IU ATO 
HOA Gio ge Ame dU ht 
2 n 22 N 12 o1 2 9. 
di = (2,05; + x, Hs -+- Y, 023063) 9,. ; 9. 3 0, , 9, 
ALES EBD ED 
02 = (x, d + 2 ae 2,008 054) gd OP i 
AR geh Be, 
02 1 » 204 À 2.02 12 01 2 9. 
di = — (v, 9 + 2,334 + T0 95054) 2... Oa 
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En employant la transformation supplémentaire on obtient d'abord 
trois expressions analogues pour les grandeurs rj, rj,, r;,, puis les trois 


relations: 


d, O; + d,,Oj, 
(24) d, Oi, — d,,0; 


= d, 4 Os gg d, , Os 


et enfin six expressions pour les grandeurs d. 


celles qu'on a trouvées plus haut 
(Ted + 4,8 — N, $1) E 
Ste + 04 + 7) = 
5(%; Dos + Cds — 21505; 953) FIT 
5(25 P25 + 2,00 + $355 953) 


5(% H+ x9; + 2,90; 05.) 


SP + du + 2,0505) = NO, + 26 D + 23, 03 01) 7! 


= din — 4,0%. 


d, Ox + d,,O;. 


= d, O0, + d,O; 


En les comparant avec 


on obtient les 6 relations: : 





„2 1, à, 
N(r,OL + 2,04, + 25010) 2 ae 
T/-. P) 4 I 
NOD TO: 0,0) pe 0 
*14 
Tor fi NY 1 (92 2 a, a Vos 
N(r,Oi + 20 + 350505) OO,” 
LA Lo 
N(x; 0, + x, ; O33 — Xo :0509) 0,,.0, (Qu 
. : Doi 
Nr +0, + 21,0; oo 
T 
D; 08 


On tire de là les équations données par l'auteur dans le 20° volume - 


des Mathematische Annalen: 





0 0 0 D D D D, ( 0. «0 
a4 5 23 03 / 14 E 23 03 E: 5 23 03 
5( 5 D de 9, jt In | af Io O » OF i | Igy, Oy, Das 
O O0 O0 0 / D D v. V0: 0: 10 UI 
26) «| —4 14 3 26 | Q 4 14 AE si 34 * "5 
(26) s(; 2 8, TES 7) f (c i 0,, ja 0, a) dd OCC 
0 3 Un 0. 0 4 n 2 3 hy 0) » 0, 7 UE O0 
Em (5: "Fg 3s) 1 xf (a H- ee UU 
23 os 4 14 2 ~ 08 4 14 23 os dr 14 
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De cette manière les 13 constantes #,,..., X,, sont exprimées par les 
grandeurs 9,, O,, M,, M,, M,, M,, tandis que nous avons trouvé entre 
ces grandeurs mémes une série de relations. Il n'est pas difficile, d’apres 
ces relations, d'exprimer les grandeurs M,, M,, M,, M, par les grandeurs 
9, et O,. Mais comme ces expressions ont une forme assez compliquée, 
nous ne faisons qu'indiquer la marche. 

D'aprés les équations que nous avons trouvées pour les grandeurs d,, 
on peut déterminer immédiatement les rapports entre elles et l'on a: 


d,:d,,:d,,:d, 


24 * 094 * Ua * 
Oif, + Ot. — O91, — Et Oy, + Os. 9 
+ + + — Oy dia — Os fh, 


(27) 9. — O93, — 01,53, — 018: — A + 03,82, + 019, : 





— + ds — Os IE OH O29, — Ordi + + On — Os: : 
Onda +  — O1, 815 — dr — O10; — O18; 
— Oi, 8; — + On, + + dt Os 0 


Mais alors les rapports entre les quantités M,, M,, M,, M, sont 
aussi déterminés immédiatement puisqu'entre elles et les grandeurs d, il 
y a les relations: 


Qi. Cc OO) I, Oy ys + 0009-09 Qu yp 

















DE pre 1 2 (TION 
dj, = Pas z : = Os (Me? + My? — M, — Mgr). 
E exe AK 
28) 
d,, — Pe Ou Boy Cea Po m (a, + M, — M, — M.) 
d,, = taz pma Pe (Oy y? + MV? — M, — My”) 


awe) : M ! 
d, =o (Mk? + MUR? M, — MED). 


34 
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La détermination des quotients des grandeurs M d'aprés ces équations, 
n'est pas une seule. Il y aura donc en méme temps plusieurs relations 
entre les grandeurs 4, et O,. 

Mais une fois connus les rapports entre les grandeurs M, on peut 
facilement déterminer les grandeurs elles mémes. 

Par là sont déterminés, pour la transformation de 5° degré, les 13 
coefficients et les grandeurs M,, M, M,, M, comme fonctions rationnelles 
des grandeurs 9, et O,, tandis qu'en méme temps on a trouvé une série 
de relations entre les grandeurs 4, et O, elles-mêmes. Par une trans- 
formation linéaire on peut encore accroitre considérablement le nombre 
de ces relations; mais nous ne nous en occupons pas. 


$ 4. 


La théorie des transformations a des rapports étroits avec la théorie 
des nombres. Je ne veux pas ici exposer en détail tous ces rapports, 
mais je me contenterai d'en signaler quelques-uns. Il faut montrer 
d'abord comment, par une méthode purement arithmétique, on peut 
arriver à des rapports entre les grandeurs 9, et O,, puis comment on 
peut réciproquement tirer de ces rapports des conclusions relatives à la 
théorie des nombres. 

Si on pose: 

24 + 1 — (2j +1) 
4 





(1) 


2i + 1 + 3(2j + 1) 
4 





on a réciproquement: 
2+ 1 = m + 34 
(2) 


et: 


272p 1—m-—p 


(3) war 39 T 1d eS md zu". 


Sur la transformation des fonctions hyperelliptiques de premier ordre. 177 


Si nous y joignons comme condition que m + y est un nombre impair, 
il s’ensuit qu'à chaque système de valeurs m, p correspond un systeme de 
valeurs entières 2; + 1, 27 + 1. La réciproque n'a pas lieu. Il faut que: 


2i + 1 — 2j + 1 (mod 4) 


pour qu'on ait des valeurs entières p, et m. Si donc nous nous restreignons 
au cas ou m + „= r (mod 2), ou m et y aussi bien que à et y parcourent 
tous les nombres entiers, la forme: 


(24 #1)? + 3(0j + 1 
4 





représentera les mêmes nombres que la forme m’ + 37” et chaque nombre 
représenté deux fois par l'une des formes le sera aussi par l'autre. 
Si ensuite nous posons: 


2n ]- Y — b- 3A 
(4) 


A 


29 + 1 —0— À, 
la même chose sera vraie pour les formes: 


(2n + 1)? + 3(2v + 1) 
4 





et i* + 34°. 


En méme temps on obtient l'équation: 


(5) m(2n + 1) + ap(2» + 1) = l(2i + 1) + 32(27 + 1). 


Par là, en supposant que m + a=1+ = 1 (mod 2), les deux séries 
de puissances deviennent égales l'une à l'autre: 


(2n + 1)? + 3(2v +1)? 
EN HI cae UR 2 4 


« 
m,nh,n,v 








et 
2i +1)? +3(25+1)? 
4 I2i4-1)--324(27 4-1) ,,0-4-32* 
P i y +1)+3A( 2 BAY 
1505 LÀ 
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Mais si l'on pose: 
t= enims gem uu Jn em 


on à pour le représentant: 





1 
Qa aw Oe IG 
OF © I O 
OF On Oo I 
(6) DU S yaa 
> (en HER ED? 
—— OR aaa ei ios 4 m + pma (mod 2). 
m, ,n,v 
A " 
(7) Or Ont ho) 
(2i + 1)? + 3(2j + 1)? 
= à bos Re Ay RENE uc A + 1= 1 (mod 2). 
1,4, 01, À 


Par là on obtient pour le représentant défini plus haut la relation: 
(8) 9,0, — 0,0, = 9,05, ud: 


C'est une des équations données par KOENIGSBERGER. 
On a ensuite par une transformation linéaire, d'aprés les relations 


données poür la transformation de 5* degré, l'équation: 
0 O O O O O O O.\ O 
CA Les aU u 03 EM — Q al 2 01 On Le UE Log gd 03 * ey 
(9) Jp D D ss D, ) «| » s D ik Dr Ü | UU CE Un 


2 01 03 4 








Si nous nous bornons au représentant: 


5 pay o EE 


(ow — (0j 


O 
ca 
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cette équation peut étre écrite comme il suit: 


24 pty 5(2c+1)?+(24+1)? (202-1)? - (28 4-1)? no 
AN att bt — E N IT 7 6 
b D NES 4 a(2a.2-1)4-5(28 4-1) 4-5(2c - D7- (2d -- 10 ,, 4 

(10) p o un y | 2 


a,b,c 
8,750 


(2c+1)? nu 5(2a-F1Y--(28--1? 1, DL 
p SQ ED EORTI 2,32 
3 ( ut Sa(22--1)-- (28 4-1)4- c4- Dy-- (243-12, 4 Qu 
EU cpi p y z 
a,b,c d 


ay, B. 7,0 


2, 5(2c+H1)?+5(2d4+1)? (2 20+1)?+5(23+1)? 
B b CAPES 4 = +1)+55(23+1)+5(2c+1)y+5(24+1)0 4 7550 
0 a 2a 5b(2 o(2c )7 + (20 0 
= 524 (—1) (—2) —C- )« UU P RR SENS de : 


sa? 4.5524 CODE +)" SQa-F1 FSOR-ETY o, 55 
5a? 4- 5b? -p —— —————— ———— " — 4724-50? 
b 0] N 4 5a(2a.4- 1) -5b(24--1)-- (2c 4-1) -5(2d-1)2 |, 4 
ES S. v y. y i) : . 


a,b,c,d 
750 

















La discussion plus approfondie de cette equation fournit diverses 
relations entre les formes quadratiques: 


au’ + 40° + w° + 54°, qu? + o? + w° + 202? 


- 


d'une part et: 


204^-- 200” + sw? + 2°, 20u* + sv* + 5w? + 42” 


d’autre part. 
On peut etablir de telles relations soit en attribuant des valeurs spe- 
ciales aux grandeurs x, y, z, ou en egalant les uns aux autres les coef- 


ficients des puissances de z à gauche et a droite. 
Y b 
Prenons, par exemple, le coefficient de z*, nous obtenons l'équation: 





( ) NE ju Er a a+b+2d+1 
we 4 == ll) ae y Adel 
d,b.c,d 
PP Pet a La 
HONTE Cr me 


a,b,c,d 


>» b \a Genen: Fr a+5b 
= ZN ur: 
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Î 


Comme l'expression: 


40° + 205? + s(2e + 1)? + 5(2d + 1)? 


ne peut jamais étre congruente à + 2 (mod 5), on a l'équation: 


y a2, 5OCEDHEOd ED 
b CRT a-rb- 2d 4-1 
(12) As Tw y 


' a.c, d 


I Del Wat ; 4 ye 


a,b,c,d 


où il faut étendre la sommation à toutes les valeurs de a, b, c, d, pour 
lesquelles les exposants de x sont congruents à + 2 (mod 5). Les résultats 
‘relatifs à la théorie des nombres qui découlent immédiatement de ces 
équations et que nous n’étudierons pas en detail, ne pourraient pas 
s'obtenir facilement par une méthode purement arithmétique. 


Rostock, le 17 Avril 1883. 





SUR LES SURFACES DU TROISIÈME ORDRE 


PAR 


C. LE PAIGE 


à LIEGE. 


Nous nous proposons de développer, dans ce mémoire, les modes de 
construction de la surface du troisième ordre, définie par dix-neuf points, 
que nous avons fait connaitre fort rapidement dans deux notes insérées 
aux Comptes-Rendus. (7) 

La question que nous traitons nous parait assez neuve pour mériter 


peut-étre un accueil favorable des Géométres. 

En effet, les travaux de CHAsLes sur les courbes du troisième ordre, 
suivis des remarquables mémoires de MM. pe JowquiEREs, Korrun, etc. 
ont permis d'aborder les constructions des courbes des degrés supérieurs. (7) 

Pour les surfaces, le champ parcouru est moins vaste. 

Les constructions de la surface du second ordre, données par Hesse, 
SEYDEWITZ, SCHROETER, STEINER et quelques autres, sont, pensons-nous, les 
seules connues lorsque la surface est définie par la condition générale de 
la connaissance de points en nombre suffisant. (?) 











(!) C. R. 2 et 16 Juillet 1883. 

(*) Dans cette voie, on peut signaler d'intéressantes recherches dues à MM. DEWULF 
et SCHOUTE. - 

C) Ge n'est pas le lieu de mentionner les modes divers de transformation qui 
laissent déduire, d'une surface connue, des surfaces d'un degré supérieur: dans certains cas 
particuliers, cette méthode permet de résoudre le probléme de la deseription des surfaces 
et des courbes gauches. Nous signalerons cependant, en particulier, les célèbres méthodes 
de M. Cremona, certains mémoires de M. SALTEL et des travaux récents et fort intéres- 
. Bants dis à MM. Vanécex. 
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Le caractere des méthodes de Hesse et de ScHROETER est bien dif- 
ferent. Tandis que la premiere s'appuie sur les propriétés de l'involution, 
la seconde a recours au mode de génération par les systémes réciproques 
de Mésrus. 

Cette derniére voie a été suivie par M. G. von EscuEnicn, professeur 
à Graz, dans deux mémoires où il expose un mode général de description 
des surfaces supérieures à l'aide de systèmes réciproques. (’) 

Ces mémoires ne contiennent qu'une analyse succincte de la méthode 
suivie et une indication rapide des résultats qu'elle permet d'obtenir, 
mais leur contenu nous révéle assez toute la fécondité du procédé em- 
ployé. L'auteur nous y fait espérer qu'il publiera bientót des recherches 
plus détaillées. 

Peut-être pourrons-nous mentionner les travaux que nous avons 
consacrés, depuis plusieurs années déjà, aux courbes et aux surfaces des 
ordres supérieurs. 

Nous avons essayé de faire usage des méthodes que mettent à notre 
disposition les systemes d'éléments formant des involutions et des homo- 
graphies d'ordres et de rangs quelconques. 

Simultanement avec notre savant ami, M. Emme WEYR, nous avons 
täche de développer cette idée des involutions, due au génie de PONCELET, 
et dont M. pe JowqQuiEnES| a, le premier, montré toute la valeur; nous 
avons, pour cela, résolu quelques uns des problémes fondamentaux que 
ces involutions présentent et obtenu ainsi des moyens qui permettent 
d'effectuer un grand nombre de constructions. 

Jusqu'à ces derniers temps, nous nous étions borné à faire connaitre 
l'application de ces procédés à la détermination des courbes du troisième 
ordre et du quatrième, définies respectivement par neuf ou quatorze points: 
cependant il est facile de voir que le principe général permet de construire 
les courbes du n™ ordre, dés que l'on connait la construction de celles 
du (n — 1)". 

^ Nous avons fait voir récemment que ces méthodes sont applicables 
aux surfaces. 





(') Sitzungsberichte der k, Wiener Akademie, Bd LXXXV, p. 526 et 893. Ces 
travaux nous étaient inconnus quand nous avons publié notre méthode: nous les devons 


à une obligeante communication de M. v. EschErıch. 


+ 
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C'est ainsi que l'emploi de linvolution et de Vhomographie du 
troisieme ordre, conduit à une détermination fort rapide et qui, croyons- 
nous, n'est pas dénuée d'élégance, de la surface du second ordre. 

Les mémes principes ont été employés par nous, dans les deux notes 
signalées plus haut, à la construction de la surface du troisième ordre. 

C'est ce dernier probléme que nous voulons exposer ici avec tous 
les développements nécessaires. 

Nous avons fait usage, comme nous venons de le dire, de l'involu- 
tion et de l'homographie du troisieme ordre et du second rang que nous 
avons étudiées avec détail dans des travaux antérieurs. (') 

Les propriétés de l'involution doivent néanmoins étre exposées d'une 
maniere spéciale pour conduire le plus rapidement possible au but que 
nous nous proposons; aussi, pour ne pas interrompre plus loin notre 
solution, nous diviserons cette étude en deux parties. 

Dans la premiére, nous ferons connaitre les propriétés des cubiques 
gauches et planes, et nous résoudrons les problémes relatifs a ces courbes, 
que nous devrons employer. 

Nous devrons done y reproduire quelques résultats düs à d'autres 
Géométres ou à nous méme: néanmoins cette partie contiendra aussi 
quelques choses nouvelles. 


T. 


. 
Nous considérerons, en général, comme supports des séries de points, 
soit une conique C,, soit une cubique gauche R,, en partant de'ce fait 
1 2? 5 3? 
que les points de ces courbes peuvent s'obtenir individuellement et que 


les points de C, peuvent correspondre uniformément aux points de Zi. 


2 

Il en résulte immédiatement que pour définir une involution qua- 
dratique sur R,, il suffit de construire tous les plans d'un faisceau dont 
laxe rencontre R,. 


Cette simple remarque conduit à la description d'une R, par points. 





— 


(*) Essais de Geometrie supérieure du troisieme ordre (Liege 1882). 
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En effet, imaginons que l'on se donne, sur À, , six points AB, A’B’, MM. 


— > 4 . . > 
Les plans ABM, A'B'M se coupent suivant une droite æ qui carac- 
térisera l'involution J} définie par les deux couples. 


De méme AB'M, A'BM donneront une droite y. 


Soit © = ay. 

Ce plan qui coupe déjà À, en M, rencontre la cubique en deux points 
qui marquent le couple commun aux deux involutions AB, A'D'; Ab’ A'B. 

Si nous faisons les constructions analogues en nous servant du point 
M', nous obtenons un plan o'. 

w et @’ se coupent suivant une droite d, toujours réelle, qui passe 
par les deux points communs aux jnvolutions quadratiques. 

Tout autre point M" de À, aurait donné un plan o" passant par d. 

En conséquence, pour construire de nouveaux points de A,, il suffit 
de mener par la droite d, définie comme il vient d'étre dit, un plan o". 

Ce plan o" rencontre les droites AD, A'B' en des points C, D, et 
les droites AB’, AB en des points C’, D'. Les droites OD) OW re 
coupent en un point M" de R,. ; 1 

Cette construction de la cubique gauche, connue d'ailleurs, se justifie 
aisément par de simples considérations géométriques. 

Il est facile, d'aprés cela, de construire les éléments doubles d'une 
involution donnée par deux couples AA’, BD’. 

Il suffira, en effet, de construire le. couple commun aux deux invo- 
lutions définies par les couples AB, A'D'; AB’, A'B: ce couple sera ainsi 
représenté par une droite réelle. 

Si les couples AA’, BB’ étaient imaginaires, on pourrait employer 
l'artifice suivant. 

Par un point D de R,, on mène une droite s'appuyant sur les deux 
droites réelles AA’, BB’. Soit r cette droite. Tous les plans du faisceau 
r coupent R, en des couples de Vinvolution donnée: il suffira done de 
déterminer des couples réels de cette involution, pour appliquer la solu- 
tion précédente. 

On peut encore se proposer de déterminer les éléments unis de deux 
séries projectives dont on connait trois couples Ad’, BB", CC". 
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Il suffira de chercher le couple commun aux involutions (AB’, BA’), 
(AC’, CA": on pourra, comme on l'a vu, construire la sécante de R,, 
qui ntarque ce couple sur la courbe. 


Voyons maintenant comment on peut résoudre, sur une A, les prin- 
x 


cipaux problèmes relatifs à une 73.(') 
Tous les plans d'une gerbe P coupent R, en des ternes de points 
qui appartiennent à une J}. Chaque couple de points, pris sur Zi, 


détermine avec P un plan, permettant de construire le troisième point. 


du terne. 

' D'un autre côté, une J}, étant définie par trois groupes de trois 
éléments, caractérisera une gerbe, dont le sommet est le point d'intersec- 
tion des plans contenant les ternes de points. 

D'après ce que nous avons vu ces ternes peuvent être composés d'un 
point défini individuellement et d'un groupe de deux points qui peuvent 
étre imaginaires. 

En effet, un couple de points peut toujours étre regardé comme le 
couple commun à deux J}, ou comme les éléments doubles d'une 77, 
ou comme les éléments unis d'une H?: dans ces trois cas, nous avons 
appris à construire la sécante de R, qui les contient. 

Cette sécante et le point donné suffisent pour déterminer un plan. 

L'involution J} possède un couple d'éléments neutres; ce couple est 
marqué par la sécante de R,, menée par P. 

Or, pour construire celle-ci, il suffit d'observer que les éléments 
neutres constituent le couple commun à toutes les involutions quadratiques 
correspondant, dans une 1}, à tous les points du support. 

Prenons, sur f,, des points M, M'; ensuite menons des plans 
PMAB, PMA'B. M'AB,^M'A'D' se coupent suivant une droite M'X. 

Par PM, menons des plans PM'A,B,, PM'AiBj. MA,B,, MAB; 
se coupent suivant une droite MY. PMY, PM'X se coupent suivant une 
droite PZ, qui est la droite cherchée. “ 

Il suffira encore, pour ce qui va suivre, de savoir déterminer un 
groupe de trois points, sur une À, sans construire les point individu- 
ellement. 





(!) Vois, sur ce sujet, divers mémoires dis à MM. Apperr, R. Srurm et Ex. Weyr. 


Acta mathematica. 3. Imprimé 9 Novembre 1883. 94 


186 C. Le Paige. 


Un groupe de trois points peut toujours étre regardé comme le 
groupe commun à trois J}. 

Or, nous pouvons déterminer les sommets des gerbes qui caracterisent 
les involutions données, et le plan des trois sommets sera le plan cherché. 

Pour résoudre les problémes que nous rencontrerons dans la suite, 
il sera nécessaire de faire correspondre point par point une R, à une droite. 

Or il est évident qu'un faisceau de plans, dont l'axe est une sécante 
de Z5, projette uniformément tous les points de la courbe sur une droite 
quelconque. 

L'on aura souvent à définir les deux points d'intersection d'un plan 
avec une R,, lorsque lon connait un point de AR, situé dans ce plan. 
Ce couple peut étre regardé comme les éléments communs à deux in- 
volutions quadratiques dont les axes, situés dans le plan, passent par le 
point d'intersection connu à priori. Ces involutions se déterminent aisé- 
ment, et, par un des problèmes résolus précédemment, il est alors facile 
de construire la droite qui contient les deux intersections inconnues. 

Cette détermination est nécessaire parceque, à l'aide du mode de 
représentation que ,nous venons d'indiquer, on pourra définir, sur une 
droite, les deux points d'intersection que nous avons caractérisés. 

On devra faire usage de ces procédés chaque fois qu'il s'agira des 
involutions 7}. En effet tous les plans d'un faisceau coupent R, en des 
ternes de points qui appartiennent à une involution eubique du premier 
rang. 

La determination du groupe commun à deux J; permet, on le voit, 
de trouver sur Z,, les images réelles ou imaginaires des points où une 
droite réelle rencontre une conique. Il faudra, pour cela, établir la 
correspondance entre le points de R, et ceux de la droite, puis regarder 
la conique comme engendrée par deux faisceaux homographiques. Ces 
faisceaux marquent sur la droite deux séries projectives dont les éléments 
unis seront les points cherchés. 

Le probléme n'exige de considérations particulieres que dans le cas 
où la conique est définie par quatre points imaginaires (conjugués deux 
à deux) et un point réel. 

Soient D, D'; D,, D; les deux couples de points imaginaires définis 
sur deux droites d, d,, et A, le point réel. 

Soit P l'intersection des droites d et d,. 


ur 


- 


Sur les surfaces du troisième ordre. 187 
« 


Il est facile de construire les conjugués harmoniques R et S de P 
par rapport aux deux couples imaginaires. ARS=p est la polaire de P. 

PA coupe p en X ct si B est le conjugué harmonique de A par 
rapport à PX, B appartient à la conique. Le pole de AB est situé sur p. 

Maintenant il est facile d'obtenir les points EF ou p rencontre la 
courbe. 

Si de EF on projetait tous les points de la courbe sur d, on ob- 
tiendrait une involution dont les points doubles seraient D, D'. De méme 
pour d,. 

Done si de A, on projette sur p les involutions dont les points doubles 
sont D, D'; D,, D;, le groupe commun sera EF. 

Il n'est évidemment pas nécessaire de construire individuellement les 
points EF pour obtenir des couples de l'involution dont ces points sont 
les éléments doubles. 

En projetant ces couples de 4 et D, on obtient deux faisceaux pro- 
jectifs qui engendrent la conique. 

Nous pouvons maintenant aborder le problème suivant: Construire 
les points d'intersection d'une droite avec une cubique définie par neuf points. 

Pour traiter le problème avec toute la généralité désirable, nous 
supposerons que parmi les neuf points, il y en ait huit A, 4’; D, B'; 
C, C'; D, D' définis par couples sur quatre droites réelles a, 5, c, d. 
Soit P le neuviéme point. 

Nous supposerons d'abord que les quatre droites a, b, c, d ne con- 
courent pas en P. 

Considérons les cubiques décomposables 


a(PBB'CC), | b(PAA'CCO), — c(PAA'BB). 


Ces cubiques marquent sur la droite donnée /, trois ternes de points 
caractérisant une 15. 

Nous pourrons toujours représenter ces ternes sur R,, et cela à l'aide 
de simples constructions linéaires: nous définirons donc aisément le sommet 
de la gerbe qui caractérise linvolution. 

Si nous répétons les constructions analogues pour les groupes 
PAA'BB'DD', PAA'CC'DD', nous obtiendrons sur À, deux autres J} et 


le groupe commun aux trois J} sera le terne cherché, 
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Dans les problèmes que nous aurons à traiter, il ne sera jamais né- 
cessaire de déterminer les points du terne individuellement: la connaissance 
du plan qui les contient suffira toujours. 

Imaginons maintenant que les quatre droites a, b, c, d concourent 
au neuviéme point donné P. 

Prenons les conjugués harmoniques 4,, B,, C,, D 
aux quatre couples 4A’, BB’, CC’, DD'. (PA, B, C, D, 
polaire de P par rapport à la cubique à construire. La tangente en 


N 


P, PX, à cette conique est aussi tangente à la cubique. 
, | D 


, de P par rapport 


) définit une conique, 


Il est facile, d'après ce que nous avons vu, de définir, sur PX, les 
ternes de points marqués par des cubiques passant par les huit points 
. AA'BB'CC'DD' en choisissant des neuvicmes points P,, P,,... différents 
de P. 

Toutes ces cubiques marquent sur PX des groupes en J}. 

Cette involution a un point double en P. Il suffira de déterminer 
le point de ramification O correspondant: ce point de ramification est, 
sur la eubique à construire, le point tangentiel de P. 

On obtiendra aussi aisément le point tangentiel O, de O, par des 
constructions linéaires. A l'aide de O, et des points donnés, on appliquera 
la premiere solution. 

Nous aurons encore à nous poser la question suivante: 

Probleme II. Construire une cubique passant par trois points donnés 
et appartenant. à un systeme triplement infini défini par quatre cubiques données. 

Soient C,, ©, Ci’, C;" les cubiques définissant le système et A, B, C 
les trois points donnés. 

Toutes les eubiques du systéme, passant par A, appartiennent à un 
systeme doublement infini, qui sera caractérisé par trois courbes. 

On peut choisir pour cela les courbes passant par À et respectivement 
par les intersections de C, avec Cj, Cy’, Cy’. Il est inutile de faire voir 
comment ces courbes pourront se construire: les méthodes exposées jusqu'ici 
suffisent amplement: nous pourrons observer d'ailleurs qu'il ne s'agit que 
d'obtenir sur A,, les images des points où une de ces cubiques est coupée 
par une droite /. | 

Ces trois cubiques définissent un système en J} auquel appartient 
la cubique cherchee, 
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Il suffira de compléter, dans l'involution marquée sur BC, le terne 


dont on connait les éléments B, C. 


Nous trouverons ainsi un point À’. 


La répétition du même procédé donnera autant de points de la 


courbe que l'on voudra. 


Au surplus, s'il fallait construire les intersections de cette courbe 


avec une droite quelconque 7, nous pourrions en employant successivement 


A, B, C, trouver sur / trois involutions 


serait le groupe cherché. (’) 


?, dont le groupe commun 


Comme nous le verrons il pourra étre utile de construire d'une 


maniére continue une surface du second ordre: nous rappellerons rapide- 


ment la solution que nous avons fait connaitre. 


Elle repose sur les propriétés suivantes: 


I. Soient A, D, C trois points 
d'une ‚surface du second ordre $,, 
o leur plan. 

A, B, C determinent trois plans 
tangents a, P: ii qui se coupent en 
un point P. 

Les jonctions de P avec BC, 

‘A, AB sont trois plans a’, f, 7. 





I. Soient a, f, y trois plans 
tangents à une surface de la seconde 
classe Z,, S leur intersection. 

a Eh it determinent trois points 
de contact A, B, C qui se trouvent 
dans un plan o. 

Les intersections de w avec f, 
ya, a3, sont trois points A’, D', (0% 





( Si Ia construction préeédente ne 
raisonnement suivant la démontrerait. 
Soit 


paraissait pas suffisamment justifiée, le court 


4C, + CG. se AU + y ui C2 =o. 


l'équation qui définit le système triplement infini, et marquons par (Cj), le résultat de la 


substitution dans C; des coordonnées du point A. 


On devrait doue avoir, pour toutes les courbes passant par 4, 


A(C,), + ACH), + (GE. + DEE): — o. 


L'équation des courbes passant par A devient done en éliminant À: 


d [C5(C5)o at CAC ^] s+ Age [C (C, Jon CC, dol ar LER [C2 (C, 5 LI C, (N) = 


0; 


or la forme même de l'équation de ces courbes suffit pour établir les constructions dont 


nous avons fait usage. 
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afy. «By sont deux triedres 
homologiques dont / est l'axe d'ho- 
mologie. 


Les jonctions des points de 5, 


'A, AB for- 


ment trois faisceaux qui coupent 7 


avec les droites BC, 


suivant trois ponctuelles en J}. 
IT. 


maniéres possibles, les cotés a, 5, c, 


Si lon joint, de toutes les 


d'un triangle à trois points PQR 
d'une droite / non située dans le 


plan du triangle, on obtient six po- 


mits ds 4. A,. Ces six points 
sont sur une conique. 

A l'aide des neuf points donnés 
aff 


Alors chaque point M de la surface, joint 





Paige. 
deux tri- 


ABC, A'B'C 


angles homologiques 
D 


sont 
dont / est l'axe 
d'homologie. 

Les intersections des plans tan- 


gents à L, avec fy, ja, aß sont trois 
ponctuelles dont les jonctions avec / 
forment trois faisceaux en J}. 

TI^ St 


les manieres possibles les arétes a, 


lon coupe, de toutes 
b, c d'un triedre par trois plans ©, 
x, p menes_par une droite /, ne pas- 
sant pas par le sommet du triedre, on 
obtient six’ plans a), a5... THREE 


x ^ ^ 
gents à un cóne du second degré. 


, on construit aisément (') les triedres 
a' By dont il est question au théorème I, et, par suite, la droite 7. 


à BC, CA, AB donne 


trois plans qui coupent 7 en trois points PQR de Vinvolution J}. 


L'involution étant formée de groupes symétriques, on peut permuter 


de toutes les manières possibles les points PQR, sans que les différentes 


permutations cessent de donner des 
On en obtient, de cette facon, 


points de la surface. 


six qui, d'aprés le théoréme II, sont 


situés sur une conique et, par suite, donnent une section plane tout 


entiere de la surface. 


Chaque point de S, donne ainsi naissance à une -section plane et il 


est bien facile de faire voir que toutes ces sections sont situées dans des 


plans passant par une droite fixe (la droite 7 du theoreme II^. 


La 


seconde classe. 


construction tout à fait analogue s'applique aux surfaces de la 


Pour montrer comment on peut, par ce procédé, construire autant 


de points, et par suite de sections planes, qu'on le veut, de la surface, il 


\ 


reste à faire connaitre la determination de nouveaux ternes de l'involution 


marquée sur /'. » 





(5 Vi 


3™° série, t. V (1883). 


les notes que nous avons publiées aux Bull, de l Acad. roy. de Belgique, 
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Or cette involution a évidemment pour points triples le point où 7, 
perce le plan o et ceux où elle rencontre $,. 

De plus, il est visible que le point de rencontre de /' avec o et le 
point P, compté deux fois, constituent un terne de l'involution. En 
outre chaque point connu de la surface donne un terne de linvolution. 

. On se trouve done en présence de ce probléme: Construire des ternes 
d'une involution I5 dont on connait un point triple a,, un groupe composé 
de a, et du point a, conjugué harmonique de a, par rapport aux deux autres 
points triples a,, a,, et un terne xyz. Dans le cas actuel, il sera plus 
commode de supposer que les éléments donnés sont représentés sur une 
conique C,. 

Les tangentes à C, en a, et a, se coupent en un point f. 

Si nous menons zt qui rencontre C, en p, les deux droites ap, yz 
se coupent en un point k. 

La droite tk est la hessienne des points triples. 

On est done ramené à construire des ternes d'une 7} dont on connait 
un point triple a, et les éléments neutres. 


Soit, par exemple, xy’ un couple quil s'agit de compléter. x’t coupe 
I > wu! 5 I 





C, en p’., ap" coupe tk en K et K'y' coupe C, au point cherché z'. (7) 
Les constructions que nous avons exposées dans cette premiere partie 


sont toutes, on le voit, purement linéaires. 


aa: 


Nous possédons maintenant tous les éléments nécessaires pour aborder 
les questions relatives aux surfaces du troisieme ordre. 

Comme on le sait depuis longtemps cette surface peut être engen- 
drée par les intersections de trois faisceaux de plans, liés par une relation 
homographique du troisième ordre et du second rang. 

Cette méthode, qui a été développée par M. Aucusr peut être re- 
gardée comme un cas particulier de la seconde méthode de STEINER. 





(*) Pour justifier cette construction, voir nos Essais de Géom. sup. du 3"* ordre, p. 80. 


* 
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Soient X, Y, Z les axes des trois faisceaux de plans: ces trois 
droites appartiennent à la surface. L'homographie Hj étant caractérisée 
par sept ternes, il suffira de connaitre sept points de la surface S, pour 
définir cette derniére. 

Désignons respectivement par &7,¢ (ü— o, 1, 2, ... 6) les sept 
ternes de plans passant par les droites 7, y, z, et par A, le point d'in- 
tersection des trois plans d'un terne. 

Si par A,, nous menons trois droites arbitraires z', »', z', les plans 
&, y, & marquent sur ces droites des points X,, Y;, Z, (i= 1, 2, 3, ... 6). 

Nous obtenons ainsi six plans X,Y,Z,— f$. 

Ces six plans f, et les trois faces du tricdre z'y'z' sont neuf plans 
qui caractérisent une surface de la seconde classe X,. 

Tous les plans tangents à cette surface marquent sur «’y’z’ des ternes 
de points appartenant à une Hj. En effet deux points quelconques X, Y, 
définissent un plan tangent et par suite un point Z,. 

Or cette homographie sera identique avec celle qui est marquée, sur 
ces mémes droites, par tous les ternes de plans qui joignent les points de 
S, aux trois axes v, y, 2. ; 

Nous avons done cette propriété: 

»Si par un point A, d'une surface du troisieme ordre, om méne trois 


, 


droites arbitraires x’y’z’ les ternes de plans qui joignent tous les points 
de la ‘surface à trois droites de celle-ci, x, y, 2, ne se rencentrant pas 
deux à deux, marquent sur r'y'z des ternes de points dont les jonctions 
enveloppent une surface de la seconde classe tangente aux faces du 
triedre 2"y'z'.» 

En d'autres termes: 

Si un tétraèdre se déforme de telle façon que trois de ses faces passent 
par trois droites fixes, tandis que la quatrième reste tangente à une surface 
de la seconde classe X,, et que trois de ses sommets parcourent trois droites 
concourantes formant un triedre dont les faces soient tangentes à X,, le 
quatrième sommet décrit une surface du troisième ordre passant par les trois 
droites fixes et par le sommet du trièdre. 1 

Il résulte de là et de la construction que nous avons fait connaitre 
plus haut de la surface du second ordre ou de la seconde classe, que 
nous pourrons construire autant de points que nous voudrons de la surface 
du troisiéme ordre. 


———————————— 
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Chaque plan tangent à 2, donne naissance à six plans tangents 
passant par un point fixe et circonscrits à un cóne du second ordre qui 
touche 2. | 

Par conséquent, nous pouvons observer que chaque point que l'on 
détermine de la surface S,, donne naissance à une courbe gauche G, de 
genre O, puisque chacun de ses points correspond à un plan tangent du 
cóne du second degré. 

Nous avons tantôt signalé les deux droites / et 7’, employées dans 
la construction des surfaces du second ordre. 

Il est facile de voir que tous les cónes dont il s'agit ici ont leurs 
sommets sur la droite / et que, par suite, les plans des courbes de 
contact avec 2, passent par /. 

Lorsqu'un plan tangent de Z, tourne autour d'une génératrice de 
cette surface, il ne cesse pas de donner des points de S,. D'après un 
théorème de Cuastes, les points correspondant aux différentes positions 
du plan tangent sont situés sur une cubique gauche R,. Cette cubique 
passe par A,. 

Nous pouvons observer que par chaque point de 2, passent deux 


génératrices auxquelles correspondent deux R, situées sur S,. Ces deux 


dr 
courbes passent toutes deux par .4, et ont en outre un second point com- 
mun correspondant au plan tangent détérminé par les deux génératrices 
des deux systemes. 


On obtient ainsi sur $,, 


deux systèmes de courbes À, qui jouent le 
méme rôle que les génératrices des deux modes de X,. 

On voit quil serait facile de développer ce sujet, connu d'ailleurs. 
Nous pouvons faire une autre remarque. 

Si nous considerons les trois faisceaux de plans, dont les intersections 
engendrent S,, ces faisceaux marquent, sur une droite quelconque /, trois 
ponctuelles en Hj. Nous pouvons observer que dans chaque faisceaux 
existent deux éléments neutres: les six plans ainsi déterminés forment 
deux triédres qui, outre les trois axes des faisceaux, donnent naissance à 
six autres droites situées sur $,. 

Lorsque la droite /, dont nous venons de parler, au lieu d'étre ar- 
bitraire, passe par les sommets des deux triédres conjugués, les plans des 
faisceaux z, y, 2 marquent, sur /, trois séries en //; pour lesquelles les 
éléments neutres des trois séries coincident. Par suite, on a une involution J}. 
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Les points unis de cette J} sont céux où / rencontre S,. 

Supposons maintenant que l'on joigne x, y, z à un point M de S,; 
on obtiendra, sur /, un terne PQR de linvolution. Les éléments d'une 
I; étant permutables, on pourra, en les joignant de toutes les manicres 


a 


En outre, il est possible de former avec les neuf droites des deux 


possibles à x, y, 2, construire cinq autres points de $,. 


triédres six ternes de droites que l'on peut regarder comme axes de trois 
faisceaux décrivant S,. Ces faisceaux marqueront également des J} sur 
! et ces lj seront toutes identiques entre elles puisqu'elles auront les 
mémes points triples. 

Il en résulte que si l'on joint PQR aux droites d'un des ternes, on 
obtiendra six nouveaux points de &,. 

En résumé, lorsque l’on connait deux triedres conjugués, chaque point 
de la surface permet d'en déterminer trente-cinq autres par de simples 
constructions de plans. Les points de S, s'associent done par groupes de 
trente-six. ' 

Peut-étre un jour reviendrons-nous sur ce sujet: pour le moment, 
reprenons la question que nous nous sommes proposée. 

Nous devrons d'abord résoudre le probléme suivant: 

Construire la section, par un plan quelconque, d'une surface du troisième 
ordre dont on connaît trois droites et sept points. 

Or, rien n'est plus aisé, d'aprés ce qui précéde. 

En effet, soit @ un plan quelconque: ce plan est rencontré par 
Tr, y, 2 en trois points A, B, C qui appartiennent à la section. 

Tout plan passant par © coupe «c suivant une droite m. Or, à ce 
plan correspond, dans A, une A facile à déterminer par ce que nous 
avons vu, et dont les plans correspondants engendrent, par leurs inter- 
sections, une surface du second ordre. Celle-ci coupe «c suivant une 
conique qui correspond à m. 

On obtient done, sur m, deux points réels ou imaginaires. 

Comme on le voit, la section est une cubique engendrée par la 
inéthode de Cnastes. Néanmoins, on peut en construire linéairement 
autant de points qu'on le veut, en faisant usage des procédés que nous 
avons indiqués au commencement de cette note. 

Mais il résulte encore de ce probléme que l'on peut, sans difficulté, 
trouver sur une R, choisie une fois pour toutes, la représentation du 
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groupe de trois points où une droite / rencontre la surface définie comme 
il vient d'étre dit. 

Il suffira, par 7, de mener un plan co, puis d'appliquer la méthode 
de la page 187 

Supposons maintenant que la surface soit definie par une droite, trois 
groupes de trois points situés en ligne droite et six autres points. 

Soit /, la droite donnée, 

PP'P", trois points situés sur une droite /,, 

(ORC TEES » » » *» » I,» 
u) » » » Ww » De, 


et ABCDEF les six points donnes. 

Nous devrons construire les intersections d'une droite / avec une 
surface ainsi définie. 

Or considérons les surfaces caractérisées par les éléments: 


L1J,; RRR'ABCD, et appelons cette surface S,, 


123? 
[tls PPPVABCD, :» D » » $;, 
li Los 3 QQ'Q"ABCD, » » » » S 5 


Ces trois surfaces sont définies comme dans le premier cas; par conséquent, 
il est facile de construire les plans 4, a’, a” qui rencontrent la courbe R, 
en des points représentant les intersections de ces surfaces par la droite I. 


, 


Les surfaces S,, Sj, S; définissent une J} à laquelle appartient la 


surface à construire L, et caractérisée par une gerbe @, dont le sommet 
est donné par les plans a, a’, a”. 

En employant, au lieu de ABCD, les éléments ABCE, ABCF, nous 
obtenons deux autres gerbes G', G^, et le plan GG'G" coupe R, aux 
trois nee des intersections de / et de Z,. 

S'il s sait d'achever la construction de la surface Z,, on pourrait 
mener un EL queleonque par un des points donnés, par exemple F. 
Dans ce plan, et par F, on ménerait des droites sur lesquelles on déter- 
minerait des couples de points appartenant à L,. Il serait aisé, en em- 
ployant un des problémes de la premiere partie, de construire linéaire- 
ment autant de points qu'on le voudrait, de la section plane. En menant 


tous les plans de la gerbe Æ° on achéverait la surface, 
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Nous aborderons maintenant cette autre question: 

Construire une surface du troisième ordre dont on connait une droite, 
trois points en ligne droite et douze autres points. : 

Soit /, la droite donnée, 


PP'P". situes sur une droite / 


ABCDEFGHIKLM, les douze points donnés. 
Considérons les droites /,, 1,, AB=l,, CDzl,, et les six points 
EFGHIK. 


D'aprés ce qui vient d'étre dit, nous pourrons considérer ces élé- 


2? 


ments comme caractérisant une surface S,, et déterminer le plan a qui 
coupe À, aux points-images des intersections d'une droite / avec S,. 


En employant successivement AC — 4, BD—l;, et ADzl;, BC 


ISSUE 
nous aurons des surfaces Sj, Sj, et des plans a’, a”. 

aa'2" donnent une gerbe G,. 

Si au lieu d’employer EFGHIK, nous employons successivement 
EFGHIL, EFGHIM, nous aurons de méme des gerbes Gi, Gj'. 

Le plan @,61@,', marquera, sur À,, les images des intersections de 
| avec la surface à construire. 

Sil fallait achever la surface, par le point M par exemple, nous 
ferions passer un plan; dans ce plan, et par M, nous menerions des droftes /. 

Le probléme qui vient d'étre résolu permettrait de définir, sur une 
de ces droites /, les deux autres intersections de la droite avec la surface 
cherchée: alors, en agissant comme plus haut, on achéverait la section 
plane et, par suite, la surface. 

Nous sommes maintenant amené à cette autre question: Construire 
une surface du troisième ordre dont on connait trois points en ligne droite 
et seize autres points. 

Soient RRR’ situés sur une droite 1, et ABCDEFGHIKLMNOPQ, 
les points donnés. 

En considérant /, comme une droite de ‚la surface, AB=/, comme 
une seconde droite contenant trois points de la surface et les douze points 
ODEFGHIKLMNO, on peut, par le probléme précédent, construire une 
surface S, définie par ces éléments. 

On sait done déterminer, sur une droite / queleonque, les points on 
S, rencontre cette droite. 
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D'autres combinaisons des mémes éléments donnent des surfaces 
X, S; qui avec S, définissent un systeme en 73. 

A ce système appartient la surface cherchée Z,. 

On voit quil suffit de répéter les raisonnements que nous avons 
faits déjà: en effet, en remplaçant successivement, dans les éléments 
caractéristiques, O par P et @, on obtiendra deux autres systèmes en 75. 

Nous arrivons finalement à la question qui fait l'objet principal de 
ce travail: 

Construire une surface du troisième ordre dont on connait dix-neuf points. 

Soient RR'R'ABCDEFGHIKLMNOPQ les dix-neuf points donnés. 

Désignons par /' le ‘groupe formé des seize derniers points et con- 
venons de représenter par (/— X... -- Y...) le groupe obtenu en 
retirant de / un certain nombre de points et en y ajoutant d'autres. 

Alors en prenant successivement des points S, 5' situés sur les droites 
AB=l,; CDzlj, les éléments x 


Li == ABI RR); 
i pue CD REY 


déterminent, par le probléme précédent deux surfaces S;, 5; caractérisant 
un systeme en 1} auquel appartient la surface à construire X,. 

Si maintenant par AR”, on fait passer une droite /, il sera possible 
de définir, sur cette droite, les deux points réels ou imaginaires où l 
rencontre S,. | 

Si l'on fait pivoter / dans un plan @, on trouvera, par les problémes 
de la première partie, à l'aide de constructions linéaires, autant de points 
que l'on voudra de la section faite par c. 

On peut aborder le méme probléme d'une facon différente. 
c Nous supposerons encore que l'on ait résolu le premier probléme, 
c'est-à-dire que l'on sache déterminer une surface cubique dont on connait 
trois droites et sept points. 

Alors se présentera cette question: 

Construire une surface du troisième ordre dont on connait quatre groupes 
de trois points en ligne droite et sept autres points, 
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Soient 
PP'P", trois points situés sur une droite /,, 
UV, >» » » » » » l, 5 
ha » » » » » » Ü j 
SS" ao » » » » » » (A ; 


et A,A,A,ABCD sept autres points. 

Les trois droites /,, /,, J, et les sept points SS'S"ABCD, determi- 
nent une surface $,. 

De méme 4, ,, /,, RR R'ABCD déterminent une surface S;. 

On aurait, par les deux autres combinafsons des mémes éléments, 
deux surfaces $;, 83”. 

Ces surfaces coupent le plan © = 4,4,4 
planes (5,16: 9T 64 et 


Il suffira de construire la cubique appartenant à ce système triple- 


, sulvant quatre cubiques 


ment infini et passant par A,A,A,, pour avoir la section de la surface 
à construire Z, par le plan o. 

Pour aborder les questions suivantes, il sera nécessaire de savoir 
construire les intersections de X, et d'une droite quelconque J. 

Or, si nous prenons sur cette droite / deux points quelconques X, Y,, 
o lys S. ABCDA,, permettront de construire 
une surface S, et par suite de construire le troisième point Z, ou / 


ces deux points, joints à / 


rencontre 5,. Cette construction est linéaire. 

Nous pourrons, de cette facon, obtenir sur /, une involution J? earac- 
térisée par les surfaces définies par les éléments donnés sauf A,, A,. 

En employant successivement A, et 4,, au lieu de A,, on obtiendra 
trois [2 sur / et le groupe commun à ces trois involutions marquera les 
intersections cherchées. 

Il est bien entendu qu'il ne sagit encore une fois ici que de con- 
struire un plan qui, par ses intersections avec À?,, représenterait les points 
demandés. 

Nous pouvons maintenant aborder directement ce probléme: 

Construire une surface du troisième ordre dont on connait. trois points 


en ligne droite et seize autres points. 


© 
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Soient les points PP'P" situés sur une droite /,, et 


ABCDEFGHIJKLMA, A, A, . 


les seize autres points. 
' En combinant tous les éléments sauf les derniers A,A,A, de la 
maniere suivante: i 

L, AB=1l,, CD=l,, EF=1,, GHIJKLM, on obtient par ce qui 
précède une surface $,. 

D'autres arrangements de ces mémes éléments donnent des surfaces 
"OE E 

On peut toujours obtenir les intersections de ces surfaces par une 
droite /, c'est-à-dire, si lon peut s'exprimer ainsi, on peut toujours ob- 
tenir virtuellement la section d'une de ces surfaces par un plan o. 

Si l'on choisit pour plan © le plan 4,4,4,, il faudra, dans ce plan, 
construire la cubique d'un systeme triplement infini passant par 4, 4,4,. 
Cette section pourra toujours s'obtenir effectivement. En d'autres termes 
on construira linéairement autant de points qu'on le voudra de la section. 

Si lon veut déterminer les intersections de la surface, définie par 
les dix-neuf éléments donnés, et d'une droite /, il faudra opérer comme 
pour le probléme précédent, c'est-à-dire remplacer les points 4,4, par 
deux points X, Y, situés sur /. 

De cette maniére, on trouverait un point Z,. La suite du raisonne- 
ment n'a besoin d'étre développée. 

Nous sommes ramené, on le voit, à lavant dernier probléme traité 
par la premiére méthode. 

Il n'est done pas nécessaire d'aller plus loin. 

Nous croyons avoir, dans ce mémoire, justifié enticrement toutes les 
assertions contenues dans nos deux notes insérées aux Comptes-rendus. 

En effet, nous avons fait voir que l'on peut, étant donnés dix-neuf 
points dans l'espace, construire linéairement autant de points qu'on le veut 
d'une section, faite, dans la surface eubique définie par ces points, par un 
plan qui passe par un des dix-neuf points donnés. 

Les constructions que nous avons indiquées sont malheureusement un 
peu longues: bien que, dans un sujet ainsi compliqué, il paraisse difficile 
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d'obtenir des résultats trés-simples, nous espérons que quelque Géométre, 
plus heureux, parviendra à une méthode plus facile. 

Quoiqu'il en soit, nous osons espérer que ce travail ne paraitra pas 
dénué d'intérét. 

Peut-étre nous sera-t-il donné de reprendre cette question et d'aborder 
certains cas particuliers qui méritent d’être examinés. 


Aerschot, le 20 Septembre 1883. 


EIN NEUER BEWEIS 
FÜR DIE RIEMANN'SCHE THETAFORMEL 


VON 


F. PRYM 


in WÜRZBURG. 


In einer vor Kurzem erschienenen Arbeit(') habe ich eine von Rır- 
MANN herrührende fundamentale Thetaformel aufgestellt und bewiesen. 
Der dort gegebene Beweis war von mir im Jahre 1865 auf die Anregung 
RrEMANN's hin verfasst worden, und ich glaubte denselben trotz einer 
gewissen ihm anhaftenden Schwerfalligkeit aus historischen Gründen mög- 
lichst unverändert mittheilen zu sollen. Einen zweiten, kürzeren Beweis 
derselben "Formel, der ebenso wie der erste auf functionentheoretischen 
Betrachtungen beruht, habe ich dann später im Crezreschen Journale (’) 
veröffentlicht. Beiden Beweisen ist indess der Vorwurf zu machen, dass 
sie das innere Wesen der Formel nicht zum Ausdrucke bringen, insofern 
als bei ihnen in Folge der angewandten functionentheoretischen Betrach- 
tungen und der dadurch bedingten Anwendung der Methode der unbe- 
stimmten Coefficienten der directe Zusammenhang zwischen den beiden 
Seiten der Formel vollständig verborgen bleibt. Einen Einblick in das 
wahre Wesen der Formel gewinnt man nur, wenn man zur Ableitung 
derselben das, zuerst von Jacosi(*) im speciellen Falle der elliptischen 


(*) Untersuchungen über die Rıemanx sehe Thetaformel und die Rırman sche 
Charakteristikentheorie. Leipzig 1832, Teubner. 

(?) Kurze Ableitung der RrEMANN schen Thetaformel. CRELLE s Journal Bd 93, p. 124. 

(?) Jaconr, Theorie der elliptischen Functionen, aus den Eigenschaften der Theta- 
reihen abgeleitet. Gesammelte Werke, Bd I, p. 505. Berlin 1881, Reimer. 
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Funetionen angewandte, Princip der gleichzeitigen linearen Transformation 
der Variablen und der Summationsbuchstaben zu Grunde legt und damit 
das Princip der Einschiebung eines Factors verbindet, der, von ähnlicher 
Wirkung wie der Drmucnrgrsche discontinuirliche Factor bei bestimmten 
Integralen, die nach geschehener Transformation eingetretene Beschränkung 
der Summation aufzuheben gestattet. Der Ausführung dieses Gedankens 
sind die folgenden Seiten gewidmet; dazu mag aber schon jetzt bemerkt 
werden, dass die Anwendbarkeit der soeben charakterisirten Methode 
keineswegs auf die Rremann’sche Thetaformel beschränkt ist, dass vielmehr 
die beiden obenerwähnten Prineipe in ihrer Verbindung von weitgehendster 
Bedeutung für die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen sind, insofern 
als man mit ihrer Hülfe auf ebenso natürlichem als elementarem Wege 
eine Fülle der wichtigsten Thetaformeln ableiten kann. 


de 


Den Ausgangspunkt fiir die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen 


bildet die p-fach unendliche Reihe: 


* 
m; = + co Tip-4-o p=p p'=p n-p 

>» >» 0,5! m, m, + 2 ^r mw 

u=1 u'—=1 nm-l 
( er / / / 
CIC CREER ET NS A € E 

y mj- MmIp=—a 
Ont rn , 


bei der die $p(p + 1) Constanten «,, nur der für die Convergenz der 
Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingung, dass der reelle Theil 


von 2X a, m, m, wesentlich negativ sei, unterworfen sind. Betrachtet man 


"uou 


W,, ..., w, als unabhängig veränderliche Grössen, so stellt diese Reihe 
eine einwerthige und für endliche w auch stetige Function der complexen 


Veränderlichen #,, ..., w, dar, welche den Gleichungen: 
1 I , 5 





8(w, |... |w, + ml... | w,) = Bw, | 6.0 ||: | wy) 


(»21,2,..., p) 





B(w, + a, | wy + a, 


...|%, + a,) = Su, |w, |... | w,)e "rw, 
: 1 1 2 p) 
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genügt. Erfüllt umgekehrt eine einwerthige und für endliche w auch 
immer stetige Function f(w, |...|w,) der complexen Veränderlichen 


w,, ..., w, die Bedingungen: 





Ben)... onis ze mese opp 0), 


(971,2, ..., 2) 


DIUI 


she | Ww, + Ay) = C f (v, | WwW, les «| Wp) prs 





fw, + a, | ws + a, 


ede) nur um einen von den 





so kann sie sich von der Function #(w, 
sämmtlichen Grössen w unabhängigen Factor unterscheiden. 
Aus der Reihe $(w,|...|w,) entsteht durch Verallgemeinerung die 


Reihe: 





PM CARES 


p 





w=1 n'=1 


eu | ; 


m=+% Mp = + o TU Dou —m ANLE EN L=D / = 
IE Sis ^L = L. : 
> > > Gan! (m. Sr —) me 3t = ) +2 > (m + =) (m+ d s) 
/ 2 Bei / 2 / 2 


mQ—-—o Mp=—2 


bei der die e, &' beliebige ganze Zahlen bezeichnen sollen. Die dadurch 


definirte neue Function al kW. „je |...|w,) ist dann mit der ursprüng- 
Er 


E 


- Ep 


lichen Function &(w, | ...|w,) verknüpft durch die Gleichung: 


, N 








& ...€ [e ex. exe, ER 
ale E el wies Ro) — = Ww, +22 dy, - 2m Aes pos EEG 2 ri) 





u-pg-p ES =p / Nr 
€, Ey € 
DY tw H+ a (m+ m) 
LT 4 L 2 
LAN pal = 
xe 


und geht, wenn die Grössen e, e' sämmtlich den Werth Null annehmen, 


in dieselbe über, d. h. es ist: 


e[9- 9], |-:. | wp) = o, |. |) 
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Ähnlieh wie die ursprüngliche genügt die allgemeinere Function den 
Gleichungen: 





E "A le, Baar 


Ese «aep. 


(/-71,2,..., p) 


"| La MCA La 


422° Ep 





...|%W, + 5) = "| | | 2 |, |... |%0,) ie | 


welche sie zugleich bis auf einen von den Variablen w,, ..., w, freien 
Factor bestimmen. N 


c € 


Das Symbol le ER 


ETE 


| wird die Charakteristik der Thetafunction 
genannt und soll, wenn dadurch kein Missverständniss zu befürchten, 
abgekürzt durch El noch einfacher durch |e| bezeichnet werden. Ferner 


möge es erlaubt sein, wenn die Ausdrücke für die Argumente einer Theta- 
function sich nur durch untere Indices unterscheiden, hinter dem Func- 
tionszeichen nur den allgemeinen Ausdruck für die Argumente, mit 
Weglassung des Index, in doppelte Klammern eingeschlossen zu schreiben, 
also: 


al ea. state a[ [os 1.1 


und entsprechend ein (Grössensystem w, |w,|...|w, einfacher dureh (w) 
zu bezeichnen. Bezeichnet man dann endlich noch das System: 


wobei unter den x, x ganze Zahlen zu verstehen sind, symbolisch mit 
(w + 


definirenden Reihe leieht die im Späteren zur Anwendung kommenden 





1 : 
Z . . ^ . € 

|) so ergeben sich durch Betrachtung der die Function al Ju) 
x E 5» LE 


Relationen: 
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nen Tr % » 
—»X = hp our —Y 70 d E Ti + : aj 
(A) 9 [El "Js al: ; [io € pal p'—l 4 nel | * "dn A A 
€ elke trae 
. € & t2 er € 5 ED 
(B,) al ; 2 Joy = aff S|, 
$5 Ey Ep ev Ep 
UMAR Rares 
poesi. aec e th 
1 Ji ELE. Tc ep - ey en 
v=p 


is 1 Ep 
aus denen für ganzzahlige A, 2’ noch die Formel: 
psp he up nap 
ey AN à pu D RE AV Y GL A 
(D) ZMIU EIE - ale IQ )e bE R- LE BEI 








folgt. Die Gleichungen (B,), (B,) zeigen, dass im Ganzen nur 2?" wesent- 
lich verschiedene Functionen 9|z lt v) existiren; als Repräsentanten der- 
selben können diejenigen 2” angesehen werden, deren Charakteristiken nur 
die Zahlen o, ı als Elemente enthalten; Charakteristiken von dieser Art 
sollen Normalcharakteristiken genannt werden. 


N 


9 


we 


Unter; 8, s nut s Hi. aia Mem E Ll S MO S MAS ees. Ue, sollen 
vier Systeme von je p beliebigen Grössen verstanden werden. Bildet man 


dann das Product der vier in der Form: 


mU)--re mÜ)—-Ee yop pap p=p 


= ps a, me [ 3r 4 Y niue w 
S(2u9) = 2 Pla =1 


mÉ)=— x = mMs—o 
1 p 
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enthaltenen, den Werthen 
8(2u?), 8(2u9), #(2u), 


(F) 


sto 


——O0 5 we 


k=P JI) 


> a Gy, 10 D aro 


PISTE 


€ 
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y» — 1, 2, 3, 4 entsprechenden Functionen 


Y(2u®), so erhält man zunächst: 


^ 


8 (2€) &(2u9) 8 (20°) 8 (zu) : 


+ mm d >) + 4 SOU NO ete malo) 
pal 


’ 


m 


wobei die Summation auf der rechten Seite in der Weise auszuführen ist, 
dass jede der 4p Grössen m unabhängig von den anderen die Reihe der 


ganzen Zahlen von — co bis + co durchläuft, 
In die rechte Seite der Formel (F) sollen jetzt an Stelle der Grössen 
m,, %, allgemein, d. h. für p — 1, 2, ..., p, neue Grössen 5, v, eme 


geführt werden, welehe mit denselben verknüpft sind durch die Glei- 


chungen: 
mi + mt? + m + mY = 2n, HH + uP = 20, 
i$ mi + mt? — m2 — mf? = 2n, UP Lu? — u — u) = 20, 
mt — mt? + m — mP -—2np, u — we + —u = 2, 
mi? — m? — m® + mi — 2n®, u — up — Un? Hu 20, 
oder auch durch die damit äquivalenten Gleichungen: 
ni + nt + no + NE LI 2m, UD ax 0 + D + u en 2u, 
n + nu — ni? — n»-— 2m, VD + v® — v — v = au, 
S' 
lin ni? — n + n — n = 2m, v — WW — of? = auf, 
n? — n — n® + ni E 2m, v — v — y® 2 vo - ou”, 


In Folge dieser zwischen den Grössen m und wie zwischen den Gróssen 


w und v gesetzten Beziehungen wird das System linearer Gleichungen: 
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40 + qo + aq» + aO == 24, 
40, 4. a) — 40) — of — ay, 
a) — aD 4 g® — 39 — ay, 


aD — qo — a9 4 go) — ay, 


erfüllt, wenn man allgemein, d, h. für » — 1, 2, 3, 4: 

1) a? durch m? und gleichzeitig y durch w^, 
2) x durch m“) und gleichzeitig y® durch w, 
3) x” durch u“ und gleichzeitig y durch v7 


ersetzt. Dasselbe System wird daher auch erfüllt, wenn man 


4) x” durch mí? + m?? und gleichzeitig y^? durch w + n°, 


5) a? durch m® + u? und gleichzeitig y durch »? + v? 
ersetzt. Nun folet aber aus dem obigen Systeme: 
g 8 yet 
gp? de a a 2% ae gy — yo = year + ye an y, 


und es bestehen daher entsprechend den fünf soeben aufgestellten Lósungen 


die Gleichungen: 
mo me + mE :p mt? — n" + np + NE + ns 
mO* +m? + mE" + mO — nh + oO TP us, 
"cpu. uei au qo Lu c ep 
(mt? + mP)? +... + nf? + m) = (mi + Mm)? +... + (nf +. nf)’, 
(m? + ue) ON nO 0) GE Ue) tee er Im oes 
aus denen durch passende Verbindung schliesslich die Gleichungen: 
m’ mt? + an? m2 + an nf? + man? — WP MP + nn? + nn + nn, 


DD (2) 9,2) (3) 9,(3) OO) (D4,0). pm (3) 49) (4) 400 
mou mw mw mW = U +, EU Hm V. 


208 F. Prym. 


hervorgehen, die für jedes y und y’ von 1 bis p gelten. Mit Hülfe dieser 
beiden Gleichungen kann man nun auf der rechten Seite der Formel (F) 
die Grössen m und « durch die Grössen n und v ersetzen und erhält 
dann die neue Formel: 


(F,) 8 (20) 3 (au?) 8 (2u) 8 (20) 
p=p p=p p-p 
N yy! (nn An oo AP nny?) spl > (uP (D 1 or Du vt) 
u=1 wW=1 u=1 
—— € R 2 . , 


wobei jedoch die Art und Weise, wie über die Gróssen » zu summiren 
ist, noch einer näheren Bestimmung bedarf. 

Bei der Ausführung der auf der rechten Seite der Formel (F) an- 
gedeuteten Summation tritt im allgemeinen Gliede an Stelle des Systems 
der vier einem beliebigen Index y entsprechenden Grössen: 


qm 


HU; 


HUP coy TOS 

jede Variation zur vierten Classe mit Wiederholung, die man aus den 
überhaupt existirenden negativen und positiven ganzen Zahlen als Ele- 
menten bilden kann, und entsprechend muss daher bei der Ausführung 
der auf der rechten Seite der Formel (F,) angedeuteten Summation — 
da das allgemeine Glied dieser Summe aus dem allgemeinen Gliede der 


auf der rechten Seite von (F) stehenden Summe durch Einführung der 





Grössen n, v unmittelbar erhalten wurde an Stelle des Systems der 
vier Grössen: 

PON md aO 
o, ND e ig 


np 


jedes System von Werthen und jedes nur einmal gesetzt werden, welches 
sich dafür aus den Gleichungen (S) ergibt, wenn man darin an Stelle des 
Systems der Grössen m die genannten Variationen treten lässt. Die vier 
irgend einer solchen Variation entsprechenden ‚Grössen: 


an) 22, 2, on™ 


ind aber, wie die Gleichungen (S) zeigen, entweder sämmtlich gerade 


/ 
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~ 


oder sümmtlich ungerade Zahlen, und entsprechend sind daher die vier 
Gróssen: 
ine: MORE CR, COM 


fed 


me 


entweder sämmtlich ganze oder sämmtlich halbe Zahlen, wenn man unter 


einer halben Zahl eine in der Form g+-, wo g eine ganze Zahl be- 


No] eS 


zeichnet, darstellbare Zahl versteht. Für das System dieser vier Grossen 
n kann aber weder jede aus den ganzen Zahlen, noch auch jede aus den 
halben Zahlen als Elementen gebildete Variation zur vierten Classe mit 
Wiederholung auftreten, sondern es können, wie die Gleichungen (S) 
zeigen, von allen diesen Variationen nur diejenigen auftreten, für welche 
die vier auf'den linken Seiten der Gleichungen (S) vorkommenden Ver- 
bindungen: 


tm, «P En — nO — n®, 
1) (2 3 (4 q) (2) 6) 4) 
nO —n®) + 2 — n,n? —n — n + nm 


simmtlich gerade Zahlen sind. Diese Bedineune ist, sobald die vier 
D e D 
(Grössen # sämmtlich ganze oder sämmtlich halbe Zahlen sind, immer 
erfüllt, wenn nt" + n? + nf + nf eine gerade Zahl ist. Da aber auch 
umgekehrt die Gleichungen (S, sobald man in ihnen an Stelle der vier 
Grössen: 
(1) (2) 


NEN ER qd N 


(4) 


fü 


irgend vier ganze oder irgend vier halbe Zahlen setzt, für welche 
nj, + n® + n® + nf eine gerade Zahl ist, immer für die vier Grössen: 


CL a, m, 


vier bestimmte ganze Zahlen liefern, und zwei verschiedenen Systemen 


von Zahlen »(P, n, nv, n? stets zwei verschiedene Systeme von Zahlen 
T y T mp y nie 


fh 


entsprechen, endlich die angestellte Betrachtung für jedes 


g von ı bis p gilt, so ergibt sich schliesslich, dass die auf der rechten Seite 
der Formel (F,) angedeutete Summation in der Weise auszuführen ist, dass 
. . E po Sire . 1 
man im allgemeinen Gliede für jedes y von 1 bis p an Stelle des Systems 


der vier Grössen: 


(a) 
I 


n na QUIE. «qu 
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sowohl jede aus den ganzen Zahlen, wie auch jede aus den halben Zahlen 
als Elementen gebildete Variation zur vierten Classe mit Wiederholung, 
für welche, im einen wie im anderen Falle, »t? + n® + nf + nt? eine 
gerade Zahl ist, setzt und die Summe der so entstandenen Terme bildet. 
Die in Bezug auf die Grössen » auszuführende Summation kann von 
der ihr anhaftenden Beschri inkung, dass »(? + n + nt? + nf) immer eine 
gerade Zahl sein muss, auf folgende Weise befreit werden. Man bezeichne, 
indem man unter jp eine Zahl aus der Reihe 1, 2, ..., p versteht, mit 
f, den Ausdruck: 


a) (3), (4) > | : À 
f DAI Dh xi m, E ny in n; I B + nt k ny. + neni h 
— — ? 
n 7 ^ 











die so definirte Grösse f, besitzt dann den Werth 1, wenn 


n Lon» + n® + ny 


eine gerade Zahl ist, dagegen den Werth o, wenn #9 + n{? + ni? + ni 
eine ungerade Zahl ist. Setzt man daher weiter: 


0,1 n=p 
: > o (D i?) n 25 ne ri 
I BE 
rare = e 
ip 15 eee if — 2» von 2 , 


so hat der so gebildete Ausdruck F die Eigenschaft, dass er immer ver- 
schwindet, wenn auch nur’ eine der p den Werthen p = 1, 2, ..., p 
entsprechenden Grössen n + nf + ni” + nf eie ungerade Zahl ist, 
während er, sobald diese p Grossch sämmtlich gerade Zahlen sind, immer 
den Werth ı besitzt. Schiebt man nun diese Grösse F auf der rechten 
Seite der Formel (F,) hinter dem Summenzeichen als Factor ein, so darf 
man alsdann die Summation in der Weise ausführen, dass allgemein, 
d. h. für p — 1, 2, ..., p, an Stelle des Systems der vier Grössen: 


(1) (2) 


WO, «C e» 


a4 (9) 
n, , n, 


sowohl jede aus den ganzen Zahlen, wie auch jede aus den halben Zahlen 


als Elementen gebildete Variation zur vierten Classe mit Wiederholung 
le e 
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tritt, einerlei, ob dafür a? + n® + nf + ni? eine gerade oder eine un- 
gerade "Zahl ist, da bei der neuen Summe alle diejenigen Glieder, für 
welche die p Grösen mn + n© + ni? + iP, p-1,2,...,p, nicht 
simmtlich gerade Zahlen sind, und denen daher keine Glieder der ur- 
sprünglichen Summe entsprechen, in Folge des bei ihnen stattfindenden 
Verschwindens des Factors F den Werth Null besitzen, während der 
Complex der übrig bleibenden Glieder, da bei jedem derselben der Factor 
F den Werth ı hat, mit dem Complexe der die ursprüngliche Summe 
bildenden Glieder identisch ist. Es wird aber an Stelle des Systems der 
vier Grössen 0, nv, nf, nt? sowohl jede aus den ganzen Zahlen, wie 


auch jede aus den halben Zahlen als Elementen gebildete Variation zur 
vierten Classe mit Wiederholung treten, wenn man: 


DO IE quasi MET I eee à. a0 £u 
no ithe cbe Mo cm Tb: np =; nest Wi cM = 


setzt und dann, indem man das eine Mal e, = o, das andere Mal e, — 1 
setzt, in jedem der beiden Fälle die vier Grössen » unabhängig von 
einander alle ganzen Zahlen durchlaufen lässt. Führt man nun auf der 
rechten Seite der Formel (F,), nachdem man die mit F bezeichnete (Grösse 
als Factor hinter dem Summenzeichen eingeschoben und die dabei vor- 
kommende Exponentialgrösse mit der schon in der Formel (F,) stehenden 
vereinigt hat, an Stelle der Grössen » die Grössen » und ¢ ein und ordnet 
die Summation in passender Weise an, so erhält man, wenn man zugleich 
noch linke und rechte Seite mit 2” multiplicirt, die Formel: 


(F,) ; 2^8 (2u9) 8 (2u8 )$(2u9)8(2u€*) = 


1/1 =p n =p 


0,1 —,. 5. =a) EN Se) a, 54 (4) , fa’ F 
x 2 «|t (x a 5 2) e am 3 ) oo (s Ir > ) (= 072 + 2 )] 
. P 2 2), 


/ 


wobei die auf der rechten Seite stehende, durch % markirte innere 


n 


Summation so auszuführen ist, dass jede der 4p Grössen n unabhängig 
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von den anderen die Reihe der ganzen Zahlen von — co bis + co 
durchläuft, die ebendaselbst vorkommende äussere Summation dagegen 
so, dass jede der 2p (Grössen se, s' unabhängig yon den anderen die 
Werthe o und ı annimmt. 

Die auf der rechten Seite der Formel (F,) hinter dem ersten Sum- 
menzeichen stehende 4p-fach unendliche Reihe ist aber, wie ein Blick auf 


die in Art. ı aufgestellte, die Function ale |t w) definirende Reihe zeigt, 


identisch mit dem Producte der vier die Functionen: 


| | (209), ale Jie 200), | 2M (20) 


beziehlich darstellenden Reihen. Führt man nun in (F,) an Stelle der 
genannten 4p-fach unendlichen Reihe das Product dieser vier Thetafune- 


An =] ( 2 v) à # | 


I 
e 0 


tionen ein, so erhält man die Riemann’sche Thetaformel in der Gestalt: 


\) 2^ (2u?) &(2u€) 9 (249) 8 (2u'?) 


pu av?) )»| 3 Jae) [2 |(2 20°) LE Il (29), 


wobei die Summation auf der rechten Seite über alle Terme zu erstrecken 
ist, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen, wenn man an Stelle 
der Reihe nach die 


, 
p 


sämmtlichen 2? Variationen der Elemente o, 1 zur 2p" Classe mit Wieder- 


des Systems der, 2p Buchstaben ¢,, ..., €,; 85, ..., € 


holung oder, was dasselbe, an Stelle von [=| der Reihe nach die sämmt- 
lichen 2” Normalcharakteristiken treten lässt. Da die Grössen w und v 


nur den Gleichungen: 


zu, u a on, 


(2 
2u” =. yu + ve US — v», 
3 2 3 
DU — XD = v“ ) + p — os 
au) = 00 — v — v9 4 of, 


zu genügen haben, im Ubrigen aber vollständig willkührlich gewählt 


N 
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IS 


werden dürfen, so kann man in der gewonnenen Formel (R) die Grössen 
v als unabhängige Veränderliche betrachten, und es vertreten dann die 
Grössen u die durch die soeben aufgestellten Gleichungen definirten li- 
nearen Functionen derselben. 


* €) 
e). 

Die gewonnene Formel (R) ist einer bedeutenden Verallgemeinerung 
ähig. m zu derselben zu selangen, lasse man, unter Benutzung de 
fähig. U lersell gelangen, 1 , unter Benutzung der 

. 4 T = Sa 2 a En 
emente einer willkührlichen Charakteristik | ^|, auf der rechten Seite 
Elemente einer willkührliel Charakteristik |? f der rechten Seit 
4 
dieser Formel das System: 


(200) übergehen in (20 + 





er 
2 |), 
In 

27 |, 


es gehen dann gleichzeitig. die auf der linken Seite stehenden Systeme: 


* 


(24); (aul), N (zu), (2u€?) 


beziehlich über in: 

















) (zu + 





í | 
2u + 7 
\ ; 





und man erhält, wenn man auf die rechte Seite der so entstandenen 
Gleichung die Formel (D), auf die linke die Formel (A) des Art. 1 an- 
wendet, auch die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch 


Division entfernt, die allgemeinere Formel: 
\ 


(R^ 2" "Je uc) s (zu?) j| (2 ut?) MIE uc?) 


4 


u-p 


> (Eu Mu al S 7,) 


=). Dag p a] 


(20) af ov [2 CRE | 


o. m 


er"). 


o 0 
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Lässt man jetzt weiter, unter Benutzung der Elemente zweier will- 
kührlicher Charakteristiken [^] d auf der rechten Seite dieser letzten 
Formel die Systeme: | 


(20, (20%), (eut) 


beziehlich übergehen in: 
so gehen dadurch die auf der linken Seite stehenden Systeme: 


(eu), (229), (2u®) 


bo (we 


\ 


, 














\ / 
n (3) 
i 
M (20? + 
Py 





beziehlieh über in: E 
[QD p ) aD Bi | Apu NA (2 eas ) 
(24 + |) NE ) ( 292 




















während das System (24/7) ungeändert bleibt, und man erhält, wenn man 
auf die rechte wie linke Seite der so entstandenen Gleichung die Formel 
(A) des Art. 1 anwendet, auch die den beiden Seiten gemeinsamen Ex po- 


nentialfaetoren durch Division entfernt, schliesslich. die Formel: & 
; Za / n+p a ñ > )t631y 3 VIE E 
(R^) 2^8 [5 (220) 8(7.,. (249) 8 [517 (249) Bly 5 7 (2u€9) 


I (7, em) 


Die ni ER 


m o 


5 (209)8(517 MeV), (2009). 


Diese Formel umfasst die Formeln (HR), (R^ als specielle Fälle und ist 
zugleich die allgemeinste derartige Formel. 
Setzt man in der Formel (R^): 
ect p 


3 (209) 8(2 I 


8(7. (ae) 8 (515. (249) 8[7 7 (29) 8[7 


x 
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n-p 
> (e, Mu ah =, 7.) 

. - p=1 . r= 17 
und bezeichnet zur Abkürzung (— 1)" mit (— r) eG 
nimmt dieselbe die Gestalt an: 

pO NAT MUN NS: 
a lc ZN) dre 


[s] 


. 


Lässt man jetzt hierin an Stelle von [7] der Reihe nach die sàmmtlichen 2°” 
Normalcharakteristikem treten, so erhält man ein System von 2” linearen 
Gleichungen, welches bei passend gewählter Reihenfolge der Charakteristi- 
ken eine ungemein übersichtliche Gestalt annimmt, und welches für die 
Untersuchung der zwischen den verschiedenen Thetafunctionen bestehenden 
Beziehungen insofern von fundamentaler Bedeutung ist, als es in gewissen 
aus ihm ableitbaren Gleichungen die Grundtypen für die Additionstheo- 
reme der Thetafunctionen und für die damit zusammenhängenden Theta- 
relationen liefert. Der eingehenden Untersuchung dieses Gleichungensy- 
stems ist der fünfte Abschnitt meiner in der Einleitung, erwähnten Arbeit 
gewidmet, auf den ich. bezüglich des Näheren mir zu verweisen erlaube. 


Würzburg, im Juli 1882. 


ABLEITUNG 
EINER ALLGEMEINEN THETAFORMEL 


VON 


F. PRYM 


in WÜRZBURG. 


Die in der yorhergehenden Arbeit zur Ableitung der RrEMANN' schen 
Thetaformel angewandte Methode soll jetzt dazu benutzt werden, eine 
Thetaformel von allgemeinerem Charakter herzustellen. Man gelangt zu 
derselben, indem man von einem Producte von » Thetareihen ausgeht 
und zur Transformation der Variablen und der Summationsbuchstaben 
eine allgemeine mit rationalen Zahlen als Coefficienten versehene orthogo- 
nale Substitution verwendet. Die Anwendung einer derartigen Substitution 
erweist sich als nothwendig, sobald man die Bedingung stellt, dass durch 
die Transformation Thetareihen entstehen, welche dieselben Modulen be- 
sitzen, wie die ursprünglichen. Ein specieller Fall der so entstehenden 
Formel, welcher dadurch charakterisirt ist, dass die »° Coefficienten e der 
orthogonalen Substitution der Bedingung e, = e, für jedes y und » von 
1 bis » genügen, ist von mir schon früher, im zweiten Abschnitte meiner 
auf Seite 201 citirten Arbeit, mit Hülfe functionentheoretischer Betrach- 
tungen abgeleitet worden, und es musste bei dem dort angewandten 
Verfahren die Bedingung e, = e, gestellt werden, um eine directe Be- 
stimmung der Constanten zu ermöglichen. Die nachfolgende Untersuchung: 
zeigt, dass diese Bedingung eine unnöthige Beschränkung war, insofern 
als die jetzt entstehende, von dieser Bedingung freie. Formel (Formel (8) 


des Art. 2), sobald man nur alleemein die Grössen ¢,, und c,,, die durch 


ny 
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r getheilt die Substitutionscoefficienten e,, beziehlich e, repräsentiren, als 
identisch betrachtet, ohne Weiteres mit der früheren übereinstimmt. Nach- 
dem so die allgemeinste Formel gewonnen ist, handelt es sich nur noch 
darum, aus ihr durch passende Verfügung über die Coefficienten e der 


5 
praktischer Bedeutung fiir die Theorie der allgemeinen Thetafunctionen 


orthogonalen Substitution solche specielle Formeln zu gewinnen, die von 
sind. Untersuchungen dieser Art bilden den Gegenstand der dieser Arbeit 
unmittelbar folgenden Abhandlung. Die Ausdehnung der hier angewandten 


Methode auf die Herstellung von Relationen zwischen Thetafunctionen 
mit verschiedenen Modulen wird einer späteren Arbeit vorbehalten. 


l. 


Aus der in der vorhergehenden Arbeit zu Grunde gelegten p-fach 


unendlichen Thetareihe: . 
M = + © Mp=+o p=p p'=p L=p 
>> > a, mm, + 2 3 nu, 
ale nn mem 
8(w, |... | 40) = Da et e 
mj -—-—-o fp — — o 


kann unter Benutzung von 2p willkürlichen Constanten g,, ..., I; 
h,, ..., A, die allgemeinere Reihe: 


Er rd 
à li: oe i, | (wt, | ... | Wy) 


™m,=-+0 Mp= +0 n-ppn-p =p 
D »3 S a, Qn, + g, (m, + gu) + 2 D (n, + gj), + hri) 
pal pal : 4 pal 
— 5 e 
m=—® Myp=—2 


: : : ge 
gebildet werden. Die dadurch definirte neue Function 2 BL pa | w, |... | wp) 
z fl)... Pop 


ist dann mit der ursprünglichen verknüpft durch die Gleichung: 
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J, +--+ p n=Pp ' ; Wee | 

Ó [; le AC |...) = o, + m Gun + fmi |... | w, + X94, + h,zi) 
n=p =p =p 

25 > Ay Jun + 2 > 9,0, + hyzi) 
x p TEE peal 


und geht, wenn die Grössen g, h sämmtlich den Werth Null annehmen, 
in dieselbe über, d. h. es ist: 


Beim ©; 
A 9 [5 Wi a (o Mer | 00, a OC ead n a 


Ahnlich wie die ursprüngliche Function genügt die allgemeinere den 


Rn 
Gleichungen: 











Gy +++ Op / 5 Gi, ++ Gp) 
| 1 ia P |...]w, + Tl ...|2%0,) = al; "E à. ns ue v, |... we 


J, =.» p 
Ü li at ra (w, + dy, 





dis e) nel ge tet, 


welche sie zugleich bis auf einen von den Variablen w,, ..., w, freien 
Faetor bestimmen. 

Das Symbol [; ann) wird die Charakteristik der Thetafunction ge- 
nannt und soll, wenn dadurch kein Missverständniss zu befürchten, ab- 
gekürzt durch Al bezeichnet werden. Dabei ist nicht zu übersehen, dass 


die hier gewählte und im Folgenden ausschliesslich zur Verwendung 
kommende Bezeichnungsweise von der in der vorhergehenden Arbeit an- 


gewandten verschieden ist, und dass entsprechend auch der Begriff der zu 


einer Thetafunction gehörigen Charakteristik sich geändert hat. Will man 


; gie 5 : : 4 
nämlich aus 4|;' (w, |...|1,) die in der vorhergehenden Arbeit 
MORTE 1 1 c 


^ e 
À hac r^ 
mit 4 Le "à ‘| (w, 
p 


= DE Sh HS... h> zu setzen. Man gelangt 





p 2 
also in dem Falle, wo die Grössen g, À sämmtlich rationale Zahlen mit 
dem gemeinsamen Nenner 2 sind, von der hier angewandten Bezeichnungs- 
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weise zu der in der vorhergehenden Arbeit benutzten, indem man in der 
Charakteristik bei jedem Elemente den Nenner 2 unterdrückt. Eine 
ähnliche Vereinfachung wird man sich bei allen jenen Untersuchungen, 
bei denen die Elemente der auftretenden Charakteristiken sämmtlich 
rationale Zahlen mit einem gemeinsamen Nenner r sind, gestatten dürfen, 
in der Weise, dass man alsdann bei allen Charakteristikenelementen den 
Nenner r unterdrückt und das auf diese Weise entstehende, nur ganze 
Zahlen als Elemente enthaltende Symbol in-neuer Definition wieder mit 
dem Namen Charakteristik belegt. 

Ebenso wie in der vorhergehenden Arbeit soll auch hier, wenn die 
Ausdrücke für die Argumente einer Thetafunction sich nur durch untere 
Indices unterscheiden, hinter dem Functionszeichen nur der allgemeine 
Ausdruck für die Argumente, mit Weglassung des Index, in doppelte Klam- 


. . , q ! \ 
mern eingeschlossen geschrieben werden, also 4 fr] (uc) statt 9 AG | ee | 105); 


j | ...|w, einfacher durch (w) 
bezeichnet werden.  Bezeichnet man endlich noch das System: 


und entsprechend soll ein Grüssensystem w 


n-p p-p 
w, + gd, hz|....]|w,-- X gi, + h;zi, 
p=l f=1 


wobei die g’, h’ beliebige Constanten bezeichnen, symbolisch mit (v + | 


| 
D, 
u 


: : : Xm uda 
so ergeben sich durch Betrachtung der die Function 8[; | (uw) definirenden 





v kommenden Relationen: 


e 


Reihe leicht die im Spàteren zur Anwendun 








u=p =p u-p 
; ; — Qiu d y fu — 2 PC coh nid h' ri) 
g g ) AE gi ore. > 2, istud À dedo wt 
(A) 8 b Co + i) = 9 bor al (w)e 


g HI p] qx hoes CHENE 
(B,) ÿ ca 2 | (e) = 9 [7 E 1, | (eo), 
CE e m) 
I, qo IP] y. 9, dose 9 juri 
(B,) a aL) = Bl ae | me 
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die für beliebige 9, h, g', h' gelten. Sind dagegen die Grössen g', W 


ganze Zahlen, so geht aus der Formel (A) durch Anwendung der Rela- 
tionen (B) die folgende einfachere Formel hervor: 


p=p wW=p n-p n-p 


g n qr m 2 Ann g ug pe Erud »3 Fy + LD (CAE n Th) 
PRA WEST L= p=l1 
(D) # MICE 1) 9] (w)e 
D) 
i ehe 1) (15. 2,08) : n) Due ; , 
Unter: 009... ups Mi sees Une My ro the”) SOCAN E 


von je p beliebigen Grössen verstanden werden. Bildet man dann, indem 
man unter r eine noch unbestimmte positive ganze Zahl versteht, das 
Product der » in der Form; 


mO) = + « m= + x 
1 p 


n-p w-p H=p 
>» > am m\ + 20 D DID 
> nel w=l © pal 
$ (rut?) = EE e^ p^ 
mO) = — « m) = — o 
1 Pp 
enthaltenen, den Werthen » — 1, 2, ..., » entsprechenden Functionen 
H(ru™), H(ru), ..., &(ru), so erhält man. zunächst: 
(F) $8 (ru?) 8 (ru?) . ... (ru?) 
— ©, c 
fi = D n = 
>» ae Qj, (mime? TM OO OE m) + 2r 5 “mPa? ms + mul”) 
pial p=] 3 pel E 


ni 


wobei die Summation auf der rechten Seite in der Weise auszuführen ist, 
dass jede der np Grössen m unabhängig von den anderen die Reihe der 
ganzen Zahlen von — o» bis + o» durchläuft. In die rechte Seite der 
Formel (F) sollen jetzt an Stelle der Grössen m und w neue Grössen 
eingeführt werden. 
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Es Mögen Cu, Ci, == + Cins Cory Cp) «y Cons ee Cn Capo, Cus 


n° ganze Zahlen bezeichnen, die für jedes x» und w von 1 bis » den 
Bedingungen: 


[o wenn: ui Zn, 
Cy, C1! ae Co, Co, E vers ar CnpCnp! = 


| r wenn ! — p, 


genügen, wobei die Grösse r, mit der das vorher eingeführte r jetzt 
zu identificiren ist, eine positive ganze Zahl sein soll. Es bilden dann 
Cn 61 Ein 21.0.6923 Con Ent — Ca? Cun 


die Gróssen — xr ESS Erie E cae So HE EC IE = opog SE 
T , T , , T ? r , T , > T , , " , T ’ , T 





die Coefficienten einer orthogonalen Substitution, und es ist daher, wenn 
man unter 2, 2, ..., 2 beliebige Grössen versteht und 


X1) (2) qu — 440) 
Cur + Go od... tar, 


(a 2 4 "Hc 
c 00 SE Ce ee, quic 


(0) 
(Bann == Gab” Bs aue eT er (NR ZZ DU 


setzt, das so gebildete Gleichungensystem ein orthogonales, oder, was das- 
selbe sagt, es ist stets: 


gU OK on og 0 4.09 4... y^". 


auch finden weiter noch die mit den obigen äquivalenten Relationen: 


* 
=> 


O, wenn #' Zu, 


Gnu Sr C269 zin y oc == CunEnin 


| | r5 uwennp ==; 
statt. 

In die rechte Seite der Formel (F) führe man jetzt an Stelle von 
nae aleentein; d. hi fur ENT, pP, neue Grössen n,, v, ein, 
welehe mit ihnen verknüpft sind durch die Gleichungen: 


bo 
to 
bo 
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1) 2 1 TS 2) ER) 
MD HM? LH. + EM), cuu + + ter, 


c, fm + em? +... + emt? — rn, — CaM? + esu +... Con = TOD, 


ad 
on 
bus 


c, MD Æ e,mO -4- ... + mt? — vnt?, CU Æ Cl Æ usd eS == TUE, 


oder auch durch die damit äquivalenten Gleichungen: 


cuti + eun + en — rm, eu +E est p sop euo ri, 


Cis? F Con Tec Can” S rm, C0? ndi Coot, Ts Cys. = run, 


(8) 


1) 2) (n) QD (1) 2 (7) ppm) 
Cin? n; pis C3, == ee =F Canta > rm, ? Cint n T (5,0, p en Can’ — ru. 1 


In Folge dieser zwischen den Grössen m und » wie zwischen den Grössen 
u und v gesetzten Beziehungen wird das Gleichungensystem (O) erfüllt, 


wenn man allgemein, d. h. für » = 1, 2, ..., n: 

1) x? durch m und gleichzeitig y? durch nt^, 
2) a dureh m“ und gleichzeitig y durch n®, 
3) x” durch w und gleichzeitig y durch v? 


ersetzt. Dasselbe System wird daher auch erfüllt, wenn man 


4) T? durch m? + mf und gleichzeitig y durch »? + n? 


n' 


5) x” durch m? + w(? und gleichzeitig y durch »? + v? 


ersetzt. Es bestehen daher, entsprechend den fünf soeben aufgestellten 
Lösungen, die Relationen: 
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mo" + mo. + me — nap... ne, 

mp Emp +. + om = n + nO +. np, 

Hon SEA Tuan ADDE COMI HS D a 
(mi? tm’ +... + (m + mo = (nt? + NOP +...+ (n? + ny, 
(mi + wy JE... ni? ld FD +... E (nto voy, 


aus denen durch passende Verbindung schliesslich die Gleichungen: 


mim + MEME +... + mm UND nn os nn, 


mous + mpu qpu..-oampup ED mp, + + nn 


hervorgehen, die für jedes y und y von 1 bis p gelten. Mit Hülfe dieser 
beiden Gleichungen kann man nun auf der rechten Seite der Formel (dla 
die Grössen m und uw durch die Grössen n und v ersetzen und erhält dann 
die neue Formel: 


(F,) $ (re) 8 (ru) . . 8 (ru?) 
u-pp-p n=p 
Y Ye e +. + MOHD) + ED) 
Na Bl 
= e | 


wobei jedoch die Art und Weise, wie über die Grössen » zu summiren 
ist, noch einer näheren Bestimmung bedarf. 

Bei der Ausführung der auf der rechten Seite der Formel (F) an- 
gedeuteten Summation tritt im allgemeinen Gliede an Stelle des Systems 
der n einem beliebigen Index y entsprechenden Grössen: 


m ec egt 
jede Variation zur 5" Classe mit Wiederholung, die man aus den über- 


haupt existirenden negativen und positiven ganzen Zahlen als Elementen 
bilden kann, und entsprechend muss daher bei der Ausführung der auf 
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der rechten Seite der Formel (F,) angedeuteten Summation — da das 
allgemeine Glied dieser Summe aus dem allgemeinen Gliede der auf der 
rechten Seite von (F) stehenden Summe durch Einführung der Grössen 
n, v unmittelbar erhalten wurde 





an Stelle des Systems der n Grössen: 


FE NS RL 


jedes System von Werthen und jedes nur einmal gesetzt werden, welches 
sich aus den Gleichungen (S) ergibt, wenn man darin an Stelle des Systems 
der Grössen m die genannten Variationen treten lässt. 

Denkt man sich nun für jedes y von 1 bis p das System der » 
Zahlen míP, mt, ..., mf? in die Form gebracht: 


mo — rm + oO, mo = rm? + o2, ;..., m? = rm + oj 


indem ian allgemein unter p(? den kleinsten positiven Rest der Zahl m? 
nach dem Modul x versteht, und führt diese Ausdrücke an Stelle der m 
in die Gleichungen des Systems (S) ein, so ergibt sich zunächst, wenn 
man noch unter aj, a», ..., a; Grössen versteht, welche sich aus 7» 
gegebenen Grössen a, a, ..., a den Gleichungen: 


=) = 0) (2) (n) 
a, — CG, ai Cif; ap ose ap CQ, 9 


—(? 


) 9 | (1) (2) n(n) 
dy $ Cy), == C590, E QD + Co, , 


m) m A) (2) (n) 
dy Sr Cnt, = C500, org E Can ? 


semäss linear zusammensetzen, dass die n Grössen: 
N s oc prm 


LL LS 


stets in der Form dargestellt werden künnen: 


\ 


- 


@) — A0) É (2)... A0 / a) _ + h(n) IN a 
no = Mh? he quoe weg MY mm + a 


"T 
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pora] 
wobei die % ganze Zahlen bedeuten, die in den linearen Formen 4 vor- 
kommenden 4 aber ausschliesslich Zahlen aus der Reihe o, 1, ..., r — ı 
bezeichnen, und dass eine solche Darstellung, wenn man zur Abkürzung: 


4 2 3 1 
eum + emp Pi. eum = v 


T 


eum, +. CM +... + eum = 1, 


Cm 3r Coin” > SF: sr s mie) = cote 


setzt, durch die Gleichungen: 


Nahin ee Bn a sl apy ao. =F 
a = @) — (2) Q1) (Q1) 
= p Se A, Ue Pu 222 L A, Pn > 


repräsentirt wird. Die weitere Frage ist dann, ob bei gegebenen m und 
dadurch bestimmten » die Grössen %, a nicht auf mehrere den auf- 
gestellten Bedingungen entsprechende Weisen bestimmt werden können. 

Man nehme an, es existire eine zweite solche Bestimmung der Gróssen 
ñ,a, und es sei dieselbe repräsentirt durch: 


‘ 2 (n) 
(UE cC NAE NECI MN MESI 
(LITE 1) (pa) (men) 
4, = 6, £i en Fi On bE et) en XF On , 


wobei die s also wieder ganze Zahlen, die o Zahlen aus der Reihe 


O, I, ..., r— 1 bezeichnen. Aus den beiden jetzt vorhandenen Dar- 
stellungen der Grössen n: 





2 : 52 o0) 
[D 9 2 / = 
no — © =) = 7 RE... Mm +, 
= n = D 
EU zo» P 
1e i @) — 0) n CHINE CRE 
n; =. sf + Tyee N, = Sy 3E T alea e 7:9 n, == Sy + r , 
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wobei die p, & von den p,«c beziehlich in derselben Weise abhängen, wie 
die « von den a, ergeben sich dann unmittelbar die Beziehungen: 


ze nen — on — (st Abe e. ne) 


a^ = gh —re P — 92) 


an = gp — rap — n°), 


und man erkennt daraus, indem man an Stelle der o die ihnen ent- 


) (2) ín) 


sprechenden linearen Functionen der c setzt, dass die Grössen 4), 67, ..., o7 


eine von der Lösung (P, p?, ..., pt? verschiedene, d. h. derselben nach 
dem Modul r nicht congruente, Lösung des Congruenzensystems: 


oD + ex? +... + 6,2 o? (mod r), 
es + 6: SI . + Gent 29 = 9 (mod r), 
(C) 
CH imr) + "B x? +, . + 6,5 = pO (mod r), 


bilden müssen. Bezeichnet umgekehrt 7’, 7”, ..., 7” eine beliebige 
g fe? LH , n D 


von pi), pS, ..., pt verschiedene Lösung dieses Congruenzensystems, 


deren Elemente + man sich auf ihre kleinsten positiven Reste nach dem 
Modul + reducirt zu denken hat, so kann man stets mit Hülfe der Grössen 
7, indem man sie an Stelle der « treten lässt, eine von der ursprüng- 
lichen verschiedene Darstellung der Grössen » erhalten. Setzt man nämlich: 


-D 72) Ln) nu) s 
City am AT dp 0 a (Oia adi sp 


1) TO n) = pao A 
Cyt Coo en Eine ats Con QT zr 77, 


LU »2) n) -(n) (n) 
Cu en + C, Tu m es + Can Tu — Pi +r ee 


oder in kürzerer Bezeichnung: 


E rU peril) [o zw (2) vf (2) n) =. Zn) fn) 
Lp) +h» P + Pas UN 2 on + rh” 


i 
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so sind fi”, 5”, ..., f£? ganze Zahlen, und es ergibt sich daher aus der 


L 


ursprünglichen Darstellung: 


DE . o p 
(y dy 2 (2) __ 42) Pu (n) __ an) tt 
n, —T, + v N — is d- x. ced qu T =? 


mit Hilfe der letzten Gleichungen sofort die neue: 
= 
1) (2) zn) 


(es (0) (1) ^u PAG a CS (2) i (n) __ (n) (n) ep 
N, Fa Tu ip + T ’ n, E V. LL =F T 3 acte m, = Vu —fı, E d , 





bei welcher also die Grössen %,« die Werthe: 





A (1 (1 1 a (2 „(2 2 2, 4i 4 

n; Tu n 12 d N. PT ne d Lr ooo hp = Ga 125 
Ones eta) (2) __ 2) (mi D) 

a, ee kj A, = Su , A, REESE) 


besitzen. Daraus folgt aber, dass die n zu gegebenen Grössen mi, n7, ..., it 


gehörigen, durch die Gleichungen (S) in jedem Falle eindeutig bestimmten 
Grössen n»(P, n®, ..., n? auf s verschiedene Weisen in die Form: 


a 
a) 
- ; 2 s (2 
qo QD. -, no = 4) + 


n T 








5 een n = nn + 


S 


— wobei die ? ganze Zahlen, die in den linearen Formen 4 vorkommen- 
den a aber Zahlen aus der Reihe o, r, ..., r — 1 bezeichnen — ge- 
bracht werden kónnen, wenn man unter s die Anzahl der ausschliesslich 
von Zahlen aus der Reihe o, r, ..., r — 1 als Elementen gebildeten 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, der nach dem Modul r incongruen- 
ten Lósungen des Congruenzensystems (C) versteht. Diese Anzahl s ist 
aber dieselbe, wie die Anzahl der nach dem Modul > incongruenten 
Lösungen des Congruenzensystems: 


CD EC 00 po EcL = © (mod r); 


Gt) 4 c, 20 p CR Gt — o (mod v); 


. 


Go) MOT 


Cnt? + e, a0 +... + 6,20 zo (mod r); 
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man erhalt nämlich die sämmtlichen soeben erwähnten Lösungen des 


Systems (C) und zwar jede nur einmal, wenn man zu einer beliebigen 
von ihnen, z. B. zu (D, pp, ..., gr, der Reihe nach. die sämmtlichen 
nach dem Modul > incongruenten Lösungen des Systems (C,) addirt und 
die dabei auftretenden Zahlen stets auf ihre kleinsten positiven Reste 
nach dem Modul r reducirt. ; 

Auf welche der s móglichen Weisen man nun auch die zu gegebenen 
®, mP,...,mj gehörigen, durch die Gleichungen (S) be- 


(Do mr ee. epo vim die JE OTT 


Grössen m 
stimmten Grössen 2 


01) = (2) = (ty 
^ A, ‘ Ne a, A a, 
Did Sn =n? + = Pu c ie m "ER 


bringen mag, es werden die bei irgend einer solchen Darstellung auftre- 
tenden ganzen Zahlen 45, m, ...,mH» immer eine gewisse Dedingung 
erfüllen, die zudem vollständig unabhängig ist von dem speciellen Sy- 
steme der Grössen n, auf das sich die Darstellung bezieht. Führt man 
nämlich die soeben aufgestellten Ausdrücke an Stelle der Grössen n in 
die Gleichungen (S? ein, indem man zugleich die « durch die ihnen ent- 
sprechenden linearen Functionen der «a ersetzt, so erhält man unter Be-. 
rücksichtigung der Relationen, denen die ganzen Zahlen c genügen, die 


(Gleichungen: 


(AD + cn? Je, Oy n®) + daz! = mmi. 


(CAD + e MP l.l. Fa) + rap = rm), 


(CP + Con A zi Us + Can) + yam = rm 


und erkennt daraus, dass für die n Grössen #, #9, ..., à nur solche 


eanze Zahlen auftreten konnen, für welche die » Grössen: 


a AQ) A4 A0) , AG) T X) , An) 
Fre: FH Cats Cu Tes À Cons ro Ct, +. <= ee 


sämmtlich durch x theilbare ganze Zahlen sind. Setzt man umgekehrt 
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in den Gleichungen (S”) an Stelle der # Grössen 17, 97, . . ., (7 irgend 
welche ganze Zahlen, für welche die n Grössen: 

A (1) (n) 3 ^(1) Aot 

phn is Cul , Con sp. is Can see. 2073. Cy Qo, | it Go C, 2? 
sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, und zugleich an Stelle 
der n Grössen a, a, ..., a” irgend welche Zahlen aus der Reihe 
O, I, ..., r— 1, so liefern diese u für die Grössen m immer 


(1) 


ein System ‚ganzer Zahlen mj, m ., m», denen als Grössen n die 


ws 


aus den gewählten ? und a gebildeten Grössen: 
aO 
np -——qWo-p-—,.WH — 2? + 
2 
\ 
entsprechen. Daraus folgt aber unter Berücksichtigung des früher ge- 


(n) 


d h Me) He 
pere M == Ny coe 








fundenen Resultates, wonach bei gegebenen m und dadurch bestimmten 
n die Grössen N und « auf s verschiedene Weisen bestimmt werden 
können, dass an Stelle des Systems der n Grössen m$, mi, ..., m» 
die mit den Grössen ? und « immer durch die Gleichungen (S”) verknüpft 
sind, jede Variation zur x^" Classe mit Wiederholung, die man aus den 
überhaupt existirenden positiven und negativen ganzen Zahlen als Ele- 


menten bilden kann, und zwar eine jede s-mal tritt, wenn man an Stelle 


des Systems der n Grössen aj, a, ..., a der Reihe nach die sämmt- 
‘lichen 2” Variationen der Elemente o, 1, ..., r — 1 zur x Classe mit 
Wiederholung setzt cu dabei jedesmal an Stelle des Systems der » 
Grössen MD, 1), ..., 2? jedes System von » ganzen Zahlen treten lässt, 


für welches die » N 
€, P Sr: ar Cu N, EN mex a C, fos, QUO I) Cy T) 3r ee SE Can (9 m 


sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind. 

Aus dem zuletzt gewonnenen .Resultate ergibt sich nun schliesslich, 
dass man die auf der rechten Seite der Gleichung (F,) angedeutete Sum- 
mation in der Weise ausführen kann, dass man im allgemeinen Gliede 
für jedes y von 1 bis p: 


(2) a) 
NORD EE, po RD LE, . .. „wm + = 
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setzt, hierauf an Stelle des Systems der » Grössen a, a, ..., a” der 

Reihe nach die sämmtlichen >" Variationen der Elemente o, 1, ..., r— I 
ten 


zur À Classe mit Wiederholung treten lässt und zu jeder solchen 


A0) (n) 
s Wels els + REESE 


System von » ganzen Zahlen setzt, für welches die m Grössen: 


Variation an Stelle des Systems der » Grössen 7? 


E 


à (n) nz S) 5 (1) „(n) 
Ci Sp CR ? Cia zin har + CR, ? eer, Cuv, AF SUN A A LU 


simmtlieh durch r theilbare ganze Zahlen sind, endlich die Summe der 
so entstehenden Terme bildet und diese Summe noch durch s? theilt. 

Die in Bezug auf die Grössen $ auszuführende Summation kann von 
der ihr anhaftenden Beschränkung auf folgende Weise befreit werden. 
Berücksichtigt man, dass das System der n Grössen: 


th) ^ (n) WD 5) s (1) poU 
Cia PR AU AL se re. ny Cit RER 


zwar jedesmal in ein System ganzer Zahlen, aber nicht jedesmal in ein 
System durch r theilbarer ganzer Zahlen übergeht, wenn man an Stelle 
der Grossen $ beliebige ganze Zahlen setzt, berücksichtigt auch, dass ein 
jeder der aus den » Grössen: ; 


aD a? at 
^ ! D A(9 [/ ^ [3 
nic qup s p ND = M + LE. np up E 


gebildeten analogen Ausdrücke: 


= (1) à (n) 2 (1) (n) (1) (n) 
Cuts FE Cas GMT e. lee m GI a IEEE CORTE 


mit dem ihm entsprechenden, die Grössen $? an Stelle der Grüssen.» ent- 


haltenden Ausdrucke — da für jedes » von 1 bis m: 
Cen d... fey = CE ee + tym + roO 
ist — immer gleichzeitig eine durch x theilbare oder eine durch r nicht 
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“ theilbare ganze Zahl ist, so erkennt man, dass man die Summation in 
Bezug auf die Grössen $ von der ihr anhaftenden Beschränkung dadurch 
befreien kann, dass man das in (F,) hinter dem Summenzeichen stehende 
allgemeine Glied mit einer Function F der sämmtlichen pn Grössen 
nn, cu o 19-291 multiplieirt,.die so beschaffen ist, 
dass sie immer den Werth o besitzt, sobald auch nur eine der pn Grössen: 


40) à (n) (1) (1) 2 qd) (n) 
Cy Mn Uc Gnu aio Cate te cut Ca edu Cine Eee Coll 5 


[== EO M 


eine durch r nicht theilbare ganze Zahl ist, dass sie dagegen den Werth 
1 hat, sobald diese pn Grössen sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen 
sind. Summirt man nämlich, nachdem man eine solche Function F hinter 
dem Summenzeichen als Factor eingeschoben hat, in Bezug auf jedes 7 
von — co bis + co, so wird der Werth der entstehenden Summe der- 
selbe sein, wie der der ursprünglichen, da bei der neuen Summe alle 
diejenigen Glieder, für welche die pn Grössen: 


pO jn) 500 5 (n) 500 450) 
E Cile Cais 5 Coat esiste Gay ley o c Che co rer Cs 
[D m M5 5 o non 


oder, was dasselbe, die pn Grössen: 


a) CO DENT) (n) FQ) 5 PAO 
€, = e t ate Can 2 Col == Ea == Cof, Pre PERSEO) Cu, e HS ES Cnn n, ’ 
ID, 


nicht sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, und welchen daher 
auch keine Glieder der ursprünglichen Summe entsprechen, in Folge des 
bei ihnen stattfindenden Verschwindens des Factors F den Werth Null 
besitzen, während der Complex der übrig bleibenden Glieder, da bei jedem 
derselben der Factor F den Werth ı besitzt, mit dem Complex der die 
ursprüngliche Summe bildenden Glieder identisch ist. Eine Function F 
mit den erwähnten Eigenschaften soll jetzt gebildet werden. 
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Man setze, indem man unter y eine Zahl. aus der Reihe 1, 2,...,9 
versteht: 


= 


in crier gi N A= Ze 250i 
Li = (exi? Rec ent) he: —— (eni? pe ER 
a € p ; 
450 r=» 


die so definirte Grösse f, besitzt dann immer den Werth o, wenn auch 
nur eine der » Grössen: 


(1) (n) YD (n) (1) men) 
un zs Qc <= CT, , CoM, = we SF Cry NO À; Cin Mn, p ae + Cy, Wi, 


eine durch r nicht theilbare ganze Zahl ist, dagegen den Werth 1, wenn 
diese » Grössen sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind. Bringt 
man nun, indem man zur Abkürzung: 


D + Gr - M imp Os = ze) Bo 
qi + Cg, 7 er Conn = Bu» 


Caf 3i: Cor + ® cp (TE ig =. BR. 


setzt, die Grösse f, in die Form: 


L 


BD =r1 Amar 
a 27r 
it (3a (2) 2(2 n? (n) 
FE DFO 4 DE + ++ nl BN) 
f.=— (og € 
, je. er). 
T Py =0 Pr =0 


und bildet das Product: 


0,1, ...,r—1 


Bo 27i 2; (1 N B n ES DE + nA”) 
7. 

1 = 

-— fif m f = — e ’ 


TA 


wobei die auf der rechten Seite angedeutete Summation so auszuführen 
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ist, dass jede der pn in den linearen Ausdrücken 3 vorkommenden Grössen 
f unabhängig von den anderen die Werthe o, 1,...,r — I annimmt, so 
ist F eine Function mit den gewünschten Eigenschaften, und man darf 
daher, wenn man sie auf der rechten Seite der Formel (F,) hinter dem 
Summenzeichen als Factor eingeschoben und auch bei ihr für jedes y von 
ı bis p die Grössen: 


durch die Grössen: 


40 (2) Ain) 
n a, ^ a, 
ROLE, ROLL, . ND + + 
= = 


beziehlich ersetzt hat, die Summation alsdann in der Weise ausführen, 
dass die 2 unabhängig von einander die Reihe der ganzen Zahlen von 
— oo bis + co durchlaufen, während gleichzeitig jede der p» in den 
linearen Ausdrücken x vorkommenden Grössen 4 unabhängig von den 
anderen die Werthe o, 1, ..., r— ı annimmt. Man gelangt auf diese 
Weise nach einfacher Umformung des allgemeinen Gliedes der Summe 
und passender Anordnung der Summation, wenn man zugleich noch linke 
und rechte Seite mit »"s" multiplieirt, zunächst zu der Gleichung: 


(F,) (r^ S)? 8(ruC?) 8(ru?) . . . Ara) = 








=H , vey +0 

wobei also die durch 2. markirte innere Summation so auszuführen ist, 
à 

dass die pn Grössen % unabhängig von einander die Reihe der ganzen 
Zahlen von — oo bis + oo durchlaufen, die ebendaselbst vorkommende 
äussere Summation aber so, dass jede der 2p» in den linearen Ausdrücken 
a, f vorkommenden Grössen a, 3 unabhängig von den anderen die Werthe 
O, I; ...,7* — 1 annimmt. 


Acta mathematica. 3. Imprimé 13 Octobre 1883. 30 
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Die auf der rechten Seite der Formel (F,) hinter dem ersten Sum- 
menzeichen stehende np-fach unendliche Reihe ist aber, wie ein Blick auf 


die in Art. ı aufgestellte, die Function al’ al (w) definirende Reihe zeigt, 


identisch mit dem Producte der » die Functionen: 





aO zo zm 
T = TER = 
Và ers (roy al, ro), Au 5, 8 MET 
e = go 
T T = - 


— bei denen die Charakteristiken, dem früher getroffenen Ubereinkommen 
entsprechend, in abgekürzter Form geschrieben sind, sodass allgemein, d. h. 





nb an Il 
BO d ay 
r en Se ad, 
das Symbol | _ die Charakteristik | ^ — .7 
go» go» go» 
E "ir Ap 
= ie 
vertritt — beziehlich darstellenden Reihen. Setzt man nun in (F,) an 


Stelle der genannten np-fach unendlichen Reihe das Product dieser n 
Thetafunctionen ein, so erhält man schliesslich die folgende Hauptformel: 





(8) (r^s) 8(ru?) Aru) ... Ara”) 
0,1, ...,r—1 [729577 nu a^ 
- ÿ gi (ro) 8 ge (ro) os 8 go (rv), 
a, B p ap ine 


bei welcher die Summation in der Weise auszuführen ist, dass jede der 2np 
in den linearen Formen: 


LO 
a cm ae = C140; dion s + MU Be = C1 E + OS sd e TAL Cu. H 
+ rar C,,% a) ir C43 üt. Ar i ae Con Qn y Br = Cass D + C "Hd +. Eo Cou Py Lj 


a, = a = Can On Y He ec Cnn a, Be = Cu Ba + Cne P 5 + Cali , 
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oO o 


vorkommenden Grössen a, 8 unabhängig von den anderen die Werthe 
O, I, ..., * —1 annimmt. Da ferner die Grössen # und v nur den 


Gleichungen: 
(D 200700 5 vA) NE) 
1U, = CU, TENUE o ME + Cd, » 


en (1) à 62) z (n) 
DS Ness Con CooVy re Co Vy D 
(p= 1,2,..,p) 


E aD) à. $42 (n) 
Yu, — Cin v, == Con U, see =F Can v, , 


zu genügen haben, im Übrigen aber vollständig willkürlich gewählt 
werden dürfen, so kann man in der gewonnenen Formel (0) die Grössen 
v als unabhängige Veränderliche betrachten, und es vertreten dann die 
Grössen w die durch die soeben aufgestellten Gleichungen definirten line- 
aren Functionen derselben. Der Werth von s endlich hängt, da s die 
Anzahl der nach dem Modul r incongruenten Lösungen des früher auf- 
gestellten Congruenzensystems (C,) bezeichnet, von den Werthen der Grössen 
c ab und muss in jedem Falle besonders bestimmt werden. 


Die gewonnene Formel (4) ist einer bedeutenden Verallgemeinerung 
fahig. Um zu derselben zu gelangen, lasse man auf der rechten Seite 
dieser Formel die Systeme: 


(rv®), ..., (rv) übergehen in (ro + 


(n) 


(1) : 

P? «X lp 
ye) 9. 2 XS (ro T [ago 
oa Co 





) 


/ 





Mean UMLCR SOL ss. 0 ea ee 
beliebige ganze Zahlen versteht; es gehen dann gleichzeitig die auf der 


linken Seite stehenden Systeme: 


por Dii 
777185 COME ME yu T 1) T 
(ru... 2.5, (ru?) über in |, ru? 4 su ee ort zou da) 
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wenn man allgemein, d. h. für a = 1, 2, ..., p: 

a "EO ADIEU) à o à o? 6") (Uy 
Go SF Cy Pu + area JF Cu, ‘ = Pu , 6 == Cy © -- 9 ar Cy 6, Lx On , 
2 DC (m) (2) (1) o> ee 0) 
6 20 D Be CoD bel ar Can = = p, ’ 205 sn €, 220, ar Jar Cr On ne 


(1) Se) (n) _ 7n) on 02 6 Ei), 
Cin Pn = Con B ue ‘2 = Cun On EU ’ Cin ©, ira Con 6, pe "0 Can © m On , 


setzt, und man erhält, wenn man auf die rechte Seite der so entstandenen 
Gleichung die Formel (D), auf die linke die Formel (A) des Art. 1 an- 


wendet und unter Berücksichtigung der Relationen: 


I von v= von ven I ven dL: ven 
Wo) a (v) 50) 4,0) — (v) yp”) E pone (v) a, 
lo In Py Y p. u, mit. Us GD PO, = ime 
yz] y= y= 


die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division 
entfernt, die allgemeinere Formel: 








(9) (r"s)^8 am (rut?) A ker] ee (r u”) 
o o 
Fr 2 
NIE — A Y x G4 - Ru 
= D sp [099.97 [eve 7t : 
g go 
a, ff Pn T 


Lässt man jetzt weiter auf der rechten Seite dieser letzten Formel 
die Systeme: 


(1) yO) + ae : = tb) , o à 
(rv), ..., (rv?) übergehen in | rv? + ab Belg nm + Pici 
€ 
Pr N ix 
indem man unter $19, 1: aD sns 7h) << iO, Oyo co SUBE 


zunächst beliebige ganze Zahlen versteht, so gehen dadurch die auf der 
linken Seite stehenden Systeme: 


= 
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| zo N ; (n) 
em 
(1) GN. ot IE À) d (n) 1 
Fu), rg? über 'imt| 7% Zus 5 : + E 
Il Ir 
wenn man allgemein, d. h, für p= 1, 2, ..., p: 
(1) (2) £m) — gu) ge SUE 
Cuff» + Ela SP oc à TE Ci = Vs s eae Cy 9; C0, = ra rà, , 


NEED B fm) — OR PSI UST ; = roto, 
Cola rl +. an ‘i n am 6190, de UU Er 0, == ro, 


2 (1) 2) On) == An): 6 S 2 n) wn) 
Cinfu == Conf nu HF oc ar Cup, ARE TYn €1, 0; Eis C: on O D e 5 TE En On = ro, ys 3 


setzt. Die Änderungen, welche auf diese Weise die Systeme (rw), (rv) 
erfahren haben, kann man nun mit Hülfe der Formel (A) des Art. ı 
durch entsprechende Änderungen der Charakteristiken unter Hinzufügung 
von Exponentialgrössen wieder wegschaffen. Stellt man dann die Be- 
dingung, dass die auf der linken Seite entstehenden Charakteristiken den- 
selben Typus besitzen wie die auf der rechten Seite auftretenden, d. h. 
dass ihre sämmtlichen Elemente sich in die Form von Brüchen mit dem 
gemeinsamen Nenner r und ganzzahligen Zählern bringen lassen, so müssen 
die Grössen 7’, d 
Bedingung dafür ist aber, dass die ganzen Zahlen 7, 2 die Eigenschaft 


ganze Zahlen sein. Die nothwendige und hinreichende 


besitzen, dass ie der p, den Werthen y = 1, 2,..., p Pe a dre 


ín) v1) Nn) 


Systeme 7, 52, ..., 72”, und ebenso jedes der p Systeme 0°, 6^, ..., ©, 
eine Lósung des QS MM. 


GED oa Lea o(modr) 
€,,0 4 6,0 pu. ss Her = 0 (mod rn), 


nad + ea +... + Gt =0 (mod r), 


^ 


ist, und es sollen die bis jetzt noch beliebigen ganzen Zahlen 7, à von 
nun an dieser Bedingung unterworfen sein. Dann ist aber jedes der y, 
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den Werthen x — 1, 2,:- —-, p'entsprechenden Systeme 7780, EM 
und ebenso jedes der p Systeme 99, 0, ..., à," eine Lösung des in 
Art. 2 aufgestellten Congruenzensystems (OC, ). Wendet man jetzt, nachdem 
die 7, 9 der angeführten Bedingung unterworfen sind, auf die linke wie 
rechte Seite der in angegebener Weise geänderten Gleichung (6^) die Formel 
(A) des Art. ı an und entfernt unter Berücksichtigung der Relationen: 


ven ven ven ven ven ven 

A JO E (9) Av) 1) 4 a s fy) AN) 1(Y) HO! 23 (v) o? 
> LL = Mn. Tu ’ De "Um DB. Vi, ’ Lg 0, = Lg I 
y=] v=1 y=1 y= y=1 


die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division, 
so erhält man schliesslich die Formel: 











po + ya po n yc _ 2 > zs =(y) 
Hi, Be bo E fig um 
\ ; T T y-1p-1 
9" r's Pg » r (1) ^ Q z 23100 / 
(0") (rs)? =, yo (ru)... 39 yo (ru) e 
r z T 
0,1 r—1 == Gh) i (1) in) , > Dm Y S ego 
€— ri p jn 
, ¢ T, (1) 9 (n) y-lp- 
== 6 ) 
Qi go 4 90) (rv ) Ü go + o0 (ri )e 
a, B e r E a T. 
Zu 
= (v) (vy) (v) |. (v) 
SS RA) 
= y-lu- 
xe i A 


Diese Formel umfasst die Formeln (6), (9) als specielle Fälle und 
zugleich die allgemeinste derartige Formel. 
Die auf der rechten Seite der Gleichung (6") als Summanden auf- 
PEUT 


tretenden 7^" Thetaproducte können in — Gruppen geordnet werden, 


indem man zu einer Gruppe jedesmal how Thetaproducte, immer 
s" an der Zahl, zusammenfasst, für welche sich die Werthe der 2np 
rrôssen =, P^. nur um ganze Zahlen ändern, wenn man von einem 
( 
r 7. 

dieser 5" Thetaproducte zu einem anderen derselben übergeht. Man zeigt 
dann leicht, dass die s'" in einer Gruppe vorkommenden Thetaproducte 
denselben Werth besitzen, und kann daher in obiger Summe jede solche 
Gruppe von Summanden durch das s"-fache eines beliebigen Summanden 


—— a! 


AM MM ow ————— En 
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Fi J 

— Gruppen aus, 
gs 

so geht die rechte Seite der Gleichung (0") in das s"-fache einer Summe 


ersetzen. Führt man diese Vereinigung für jede der 


pP 
von 
s? 





wesentlich verschiedenen, d. h. durch Anwendung der Formeln (B) 


des Art. r nicht auf einander reducirbaren, Thetaproducten über. Man 
erkennt auch leicht, dass die Formel (6”) nichts von ihrer Allgemeinheit 
verliert, wenn man sämmtliche Grössen o, o der Null gleich setzt, oder 
wenn man bei unbeschränkter Veränderlichkeit der ganzen Zahlen p, o 
für die Grössen 7, 0, die im Übrigen stets den aufgestellten Bedingungen 


zu genügen haben, nur Zahlen aus der Reihe o, r, ..., r — 1 zulässt. 


Wirzbure, im Januar 1883. 
For) a 


ÜBER DIE VERALLGEMEINERUNG 
DER RIEMANN'SCHEN THETAFORMEL 


VON 


A. KRAZER und F. PRYM 


in WÜRZBURG. 


~ Die Existenz der in der vorhergehenden Arbeit entwickelten Haupt- 
formel (0) ist in gewissem Sinne bedingt durch die Existenz des ortho- 
gonalen Gleichungensystems: 


à (1) (2) 3. p Cf) esc nan Cl) 
CT et a EL RR Cine D Nae 


0) + eam — ry, 
( 


XO) .(2) 7 — y) 
C, Sr Eno == “aS Ar Cnn © "= ry ij , 


insofern als dasselbe die Transformation bestimmt, der gleichzeitig die 
Variablen und die Summationsbuchstaben in dem den Ausgangspunkt der 
Untersuchung bildenden Producte von » "Thetareihen zu unterwerfen sind. 
Einen ganz speciellen Fall dieses allgemeinen Systems (O) bildet das der 
Rremann’schen Thetaformel zu Grunde liegende, zuerst von. JAconr in 
der Theorie der Thetafunctionen einer Variable und später von Herrn 
RosextraIx in der Theorie der Thetafunctionen zweier Variablen verwandte 
System: 

a9 + aO 4 aO 4. gH — ay, 

x + aq s (OD) EI. a) = ay, 
(5 


a E qO + a) 2: a) = 2y®, 


ad — ad _ qo + a) — 2). 
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Als charakteristisches Merkmal dieses speciellen orthogonalen Systems 
wurde bisher die Eigenschaft angesehen, dass seine Coefficienten, wenn 
man sie, der beim Systeme (O) angewandten Bezeichnung entsprechend, 
kic. Gis, 16:5. C13 a2 Ca Ge Galen, neprasentirt, den Bedingungen 
C, = Cm fy 9 = 1, 2, 3, 4, genügen, oder, mit anderen Worten, dass das 
System zugleich ein involutorisches ist. Dieser Anschauung entsprechend 
wurde denn auch, um zu einer Verallgemeinerung der auf dem Systeme 
(0) basirenden Rırmann’schen Thetaformel zu gelangen, bei der betref- 
fenden, in der Einleitung zur vorhergehenden Arbeit erwähnten Unter- 
suchung ebenfalls ein involutorisches orthogonales Gleichungensystem zu 
Grunde gelegt, d. h. ein orthogonales Gleichungensystem von der Form 
(O), bei dem die Coefficienten c noch der weiteren Bedingung c,, = ¢,, 
für jedes y und » von 1 bis » unterworfen sind. Da aber die Theta- 
formel, welche einem solchen durch die Bedingung c, = c,, specialisirten 
orthogonalen Systeme entspricht, von der in der vorhergehenden Arbeit 
abgeleiteten, dem allgemeinen orthogonalen Systeme (O) entsprechenden 
Formel (6) nur unwesentlich verschieden ist, insofern als sie ohne Weiteres 
als identisch betrachtet, 
so kann die erwähnte Formel nicht mehr als eine der Riemann’schen 
Thetaformel an die Seite zu stellende allgemeinere Formel angesehen 
werden, da nichts von dem, was für jene charakteristisch ist, erhalten 
geblieben, und es drängt sich daher jetzt die Frage auf, worin denn eigent- 
lich das wahre Wesen der Rremann’schen Thetaformel oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, des ihr zu Grunde liegenden orthogonalen Systems (0) 


in diese übergeht, sobald man allgemein c,, mit c,, 


zu suchen sei. Ist das wahre Wesen des Systems (o) ergründet, so wird 
sich auch die naturgemässe Verallgemeinerung desselben und damit zu- 
gleich die naturgemässe Verallgemeinerung der Rriemann’schen Theta- 
formel ergeben. 

Verschiedene specielle Untersuchungen haben uns nun zu der Er- 
kenntniss geführt, dass als wesentliche Eigenschaft des orthogonalen Sy- 
stems (o) nicht die zu betrachten ist, dass dasselbe involutorisch ist, sondern 
vielmehr die, dass die vier bei ihm auf der linken Seite stehenden Formen: 


gO + aO 4 a9 4 a0, ad -p 2 — 49 — a, 


ad — a9 4 aq — 349, ad — 39 — gq0 + a0 
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einander congruent sind nach der auf der rechten Seite stehenden Zahl 
2 als Modul, wenn man aligemein zwei lineare Formen: 


a,20 + a” +... + a a, ba + ba +... + 0,27 


mit ganzzahligen Coefficienten a, b einander congruent nennt nach einer 
ganzen Zahl m als Modul, sobald: 


a, =b, (mod m), a, = b, (mod m), . . . . , a, zb, (mod m) 


ist, und die Aufgabe, die wir im Folgenden zunächst lösen werden, besteht 
darin, zu zeigen, dass das ursprünglich nur der Dedingung der Orthogona- 
lität unterworfene System (QO), sobald man für dasselbe die weitere Be- 
dingung einführt, dass die » bei ihm auf der linken Seite stehenden 
Formen: 


eu qeu dE cuam FIN FERN ee = eo CITES 


einander congruent sind nach der auf der rechten Seite stehenden, zunächst 
noch unbestimmten ganzen Zahl r als Modul, sowohl in dem Falle, wo » 
eine ungerade, als auch in dem Falle, wo » eine gerade Zahl ist, von 
Unwesentlichem abgesehen, in ein in jeder Beziehung ‘wohl bestimmtes 
System von Gleichungen übergeht. Es wird sich dann weiter ergeben, 
dass das im letzteren Falle, also bei geradem n, entstehende System für 
n — 4 auf das System (o) führt, und dass den beiden allgemeinen Sy- 
stemen Thetaformeln entsprechen, welche alle die RremMann’sche Theta- 
formel auszeichnenden Eigenthümlichkeiten besitzen. 


ik 


Der erste Theil der gestellten Aufgabe besteht darin, die Coeffieienten 


c des Systems: 
3 SEA (2) 2 (ny) PU PL) 
QU Gala chien) GRO Ie N, 


» XO) > X2) a AU) __ 4102) 
CT Eu quee sue) 
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bei beliebig gegebenem n als ganze Zahlen so zu bestimmen, dass nicht 
nur dieses System ein orthogonales wird, sondern auch die » auf der 
linken Seite desselben stehenden linearen Formen einander congruent wer- 
den nach der auf der rechten Seite stehenden, zunächst noch unbestimm- 
ten ganzen Zahl r als Modul. Der ersten Bedingung entsprechend haben 
die Zahlen c die Gleichungen: 


(I,) Ci Cu! T Con Coy! T e» "I Cry np! E 


OX wenn = fh 
hy 


r wenn g' = 
oder, was dasselbe, die damit äquivalenten Gleichungen: 


jo, wenn p Z p, 


(I) Ca Cu xx Cu Cure =F g 6 E Cun pn 


[r?, wenn ai m 


für jedes # und y von ı bis » zu erfüllen, während sie nach Hinzutritt 
der zweiten Bedingung ausserdem noch den Congruenzen: 
+ 


(II) €, = Cy, =... = 6, (mod r) 





für jedes » von ı bis » genügen müssen. Bei der folgenden Untersuchung 
sollen zwei Systeme von je »^ Zahlen c, die man sich immer in quadra- 
tischer Anordnung geschrieben zu denken hat, als nicht verschieden be- 
trachtet werden, wenn man das eine der beiden Systeme aus dem anderen 
dadurch erhalten kann, dass man die Verticalreihen des letzteren in pas- 
sender Weise umstellt und die sämmtlichen Glieder gewisser der Vertical- 
reihen mit — 1: multiplicirt. Diese Auffassung erscheint gerechtfertigt, 
einmal, weil alle durch die genannten Operationen aus einem Systeme 
von Gróssen c hervorgehenden neuen Systeme den für diese Gróssen oben 
gestellten Bedingungen (I), (II) genügen, sobald das ursprüngliche System 
es thut, dann aber auch, weil die den so entstehenden Systemen von 
Grössen c entsprechenden Gleichungensysteme (O) sämmtlich aus dem ur- 
sprünglichen dadurch erhalten werden können, dass man in demselben die 
Grössen x in passender Weise ihre Plätze wechseln lässt und zugleich ge- 
wisse derselben mit negativem Zeichen versieht. 
Man setze jetzt zur Abkürzung: 


Cy = Dis Go = Pos se + + > Cn Pas 
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und bringe das System €,,, Gas +++) Cu, für jedes p von 2 bis » in die Form: 
Ca TA Py AE da, Cu2 TE Ps AE no r, "S ITHERN Cun = pu fem Qu 5 


es müssen dann, wenn anders die Congruenzen (II) erfüllt sein sollen, die 
q sämmtlich ganze Zahlen sein. Führt man diese Ausdrücke an Stelle 
der Grössen c in die Gleichungen (I) ein, nachdem man dieselben in der 
Form: 


C Eis C2 SE d ME Cin Ex y 
C "b Cio + Lg Cin = ni 
fh = 2,8, n, 
e 1 Ca dm 6 9 C2 on m Cin€ pn S Oo, (« cn -— 
Ca Ci Sr Cu Cyro dp up un Cu nis Os 


geschrieben hat, so ergeben sich für die ganzen Zahlen p und q zunächst 
die Gleichungen: 


P+mR+..+M=r, 
(p 4- ... Hp) + 2(BQa + +. + pur + dat: + dar? = F5 
(pi +... +p?) + (Aida +--+ + Euer = 0; 
(pl + 0, -- B2) + (da be Hate ERA + NET 
+ (Gui dua + d qud) = 0; 


und weiter dann, durch passende Verbindung derselben, die damit äqui- 
valenten Gleichungen: 


(1) Pre, 

(2) a NE Gis! > I nine n od P 

(3) quib opis cu " 
(4) qa dui + didus À + F Un Qin = 1 s. 


deren Erfülltsein umgekehrt immer auch das Erfülltsein der Gleichungen 
(I) nach sich zieht, 


> 
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Zunächst folet nun aus der Gleichung (3), dass von den » derselben 
Horizontalreihe angehörigen Zahlen g immer n — 2 den Werth o haben 
müssen, eine jede der beiden anderen aber einen der Werthe + 1, —1 
besitzen muss. Allgemein sollen für die j/^ Horizontalreihe die beiden 
von o verschiedenen Grössen q mit qq bezeichnet werden, sodass 


also o,, c, die diesen beiden Grössen g entsprechenden Stellenzahlen in 
der Reihe 1, 2, ..., » sind; welche der beiden Stellenzahlen aber mit 
p, welche mit o, zu bezeichnen ist, das soll erst später festgesetzt werden. 
Die Gleichung (4) zeigt dann weiter, dass irgend zwei, zu zwel verschie- 
denen Horizontalreihen gehörige, Zahlenpaare o, e -— p,, e, das eine, 
fy c, das andere — immer in der Beziehung zu einander stehen, dass eine 
Zahl des einen Paares mit einer Zahl des anderen Paares übereinstimmt, 
während die beiden noch übrigen Zahlen von einander verschieden sind; 
auch ergibt sich zugleich, dass die den beiden gleichen Stellenzahlen ent- 
sprechenden Grössen q denselben Werth, + 1 oder — 1, besitzen müssen. 


Man kann nun dem Gefundenen entsprechend zunächst in der zweiten 
und dritten Horizontalreihe die Bezeichnung für die Stellenzahlen der beiden 
jedesmal von o verschiedenen Grössen q so einrichten, dass o, = p, ist; 
es ist dann o, Z2 o,. In Bezug auf die beiden zur vierten Horizontalreihe 
gehörigen Zahlen p,, c, sind jetzt, bei passender Wahl der Bezeichnung, 
nur die beiden folgenden Fälle möglich: entweder ist p, — o, — p, und 
folglich e, sowohl von e, wie von s, verschieden; oder aber es ist p, = c, 
und folglich o, — o,. Im letzteren Falle existirt zu den drei Zahlen- 
paaren 9,, 0,5 Ps 9,5 f,» 0, überhaupt kein viertes Zahlenpaar, welches 
der Bedingung genügt, mit jedem der drei Zahlenpaare eine und nur eine 
Zahl gemeinsam zu haben. Dieser Fall kann also nur für » = 4 ein- 
treten und soll im Späteren besonders behandelt werden. Im ersten Falle 
dagegen muss von den beiden der fünften Horizontalreihe zugehórigen 
Zahlen p,, o, die eine mit 9, = o, — p, übereinstimmen; dieselbe sei mit 
p, bezeichnet; die andere, o,, ist dann von o,, e, und 9, verschieden. 
Aus denselben Gründen muss aber weiter von den beiden der sechsten 
Horizontalreihe zugehörigen Zahlen p,, e, die eine, die mit o, bezeichnet 
werde, mit p, = ... =, übereinstimmen; die andere, o,, ist dann von 
0,5 ..., 0, verschieden. Indem man diese Schlussweise unter Beibehaltung 
der bisher angewandten Bezeichnungsart fortsetzt, findet man allgemein 
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für die der py" Horizontalreihe zugehörigen Zahlen p,, o,, dass die eine 





derselben, die wieder mit p, bezeichnet werde, mit p, , = ... = p, über- 
einstimmen muss; die andere, c,, ist dann von o,, ..., c, , verschieden. 


Daraus folgt aber schliesslich, dass die » — 1 Zahlenpaare: 


Po) 055 P5» 955 Ps Sw 5 Pa On 
die Form: 


Pas 35 Pas O35 + > + = 5 Pax Cn 


haben müssen, wo o, eine bestimmte Zahl aus der Reihe 1, 2, ..., n 


bezeichnet, o,, 0,, ..., o, die » — 1 übrigen Zahlen dieser Reihe sind. 


3? 


In welcher Reihenfolge die Zahlen p,, o,, o. 


jsuis». o, nib; den, Zahlen 


1, 2, ..., A übereinstimmen, ist für die beabsichtigte Bestimmung der 


Gróssen c gleichgiltig, da man durch passende Umstellung der Vertical- 
reihen des zugehörigen Systems der Grössen c jede mögliche Reihenfolge 
erzielen kann, solche Systeme von Grössen c aber, welche durch Um- 
stellung von Verticalreihen auf eines von ihnen reducirt werden können, 
nach früher getroffenem Übereinkommen als nicht verschieden betrachtet 
werden. Das gewonnene Resultat verliert daher nichts von seiner Allge- 
meinheit, wenn man: 


Pl a2, RR WC 


eine Grósse 


X 


setzt. Geschieht dies, so wird, wenn man allgemein unter ¢ 
versteht, welche entweder gleich + 1 oder gleich —- 1 ist: 


v day ee ase ME ELDER VM ONE De ee 


während alle noch übrigen Zahlen g den Werth o haben, und es gewinnt 
durch Einführung der so bestimmten Werthe der q in die oben für die 
Grössen c aufgestellten Ausdrücke das zu bestimmende System der (Grössen 
c die folgende Form: 


1A ’ Py , Ps Je La Pr , 
PE on EE Dp. Yay GM ; 
v SR ys 
(X) Pı 3r eU, Ps , Ps au €, 5 i9 "3*3 D. , 


Diem Pa : Ds Nee, 


 ——— 
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bei der jetzt noch die n Grössen p als ganze Zahlen und die an Stelle 
der q getretenen Grössen s als Zahlen + ı so zu bestimmen sind, dass 
auch die Bedingungen (1), (2) erfüllt werden. 

Für n — 4 tritt, wie schon oben erwähnt, noch ein specielles System 
hinzu, das durch die Beziehungen p, = p,, p, = 0,, % — o, charakterisirt 
ist, und das, wenn man ähnlich wie oben: 


auch: 


Qai = 3, = 19 


MS 
12 
12 
LD 
= 

| 

| 
[0] 

12 
[e] 

| 
SS 

= 
iO} 


setzt, die Gestalt annimmt: 


DP, ? P» , P; ? y ? 

Lum. fa AU D. ; 22 
(a) 

Die an P» , Ps — ET) Di 

D ? VPE PUE. Ds — Es Ps: 


Die noch ausstehende Bestimmung der Grössen p und e auf Grund 
der Gleichungen (1), (2) soll jetzt zunächst bei dem allgemeinen Systeme 
(X) durchgeführt werden. Berücksichtigt man, dass von den n in der 
Gleichung (2) vorkommenden Grössen 9,1, ..., q,, nur die beiden Grössen 
Ga und q, einen von Null verschiedenen Werth besitzen, und dass 
Qa = 24) Im = — s, gesetzt wurde, so erkennt man, dass die Grössen p 
und ¢ den Gleichungen: 


Pr... ter’, 


= 
- 


145 I En Pn mr (p= 2,3, ...,n) 


gemäss zu bestimmen sind. Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt, 


9 


da stets s] = 1, & = 1 ist, für jedes p von 2 bis m: 


pr= eg (p, + er), 


* 
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setzt: 
DIE er, PNE oaa Py — er = &e,(P—e&). (q-255.m 


Führt man die gewonnenen Ausdrücke an Stelle der Grössen p in die 
erste der beiden vorher aufgestellten Gleichungen ein, so geht dieselbe 
über in: 


P(nP — 2¢,r) = o, 


/ 


und es können daher für P nur die beiden Werthe: 





auftreten. Im ersten dieser beiden Fälle erhält man für die Grossen p 
die ganzzahligen Werthe: 


ne ento = On as: orar o Ws em Op 


und das vorher aufgestellte, mit (X) bezeichnete System der Grössen € 
nimmt durch Einführung dieser Werthe die Form an: 


TIENS OM MENU we 
Oly) Ce Teu din On, 

(2) 
o, Oo I.“ "MP 155: 


zugleich aber auch noch, da die Grössen p stets ganze Zahlen sein müssen, 
für die ganze Zahl r die Bedingung, dass 2r durch » theilbar ist. Nimmt 
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man diese Bedingung als erfüllt an und führt die gefundenen Werthe an 
Stelle der Grössen p in das System (X) ein, so geht dasselbe über in: 


2r 2r 27 
c.p Sie Saas 2. c 
13m ? an 3 I em 7 
2r 2r 29 
€, — el——r £,— 
(2) M à , 2 n , , nom, , 
2r 2 27 
u U EB a a 


Wird die entsprechende Untersuchung für das im Falle » = 4 noch 
hinzugetretene System (s) durchgeführt, so erhält man für die darin vor- 
kommenden Grössen 9, , p,, p,, p,, wenn man noch unter e, eine Grösse 
versteht, die ebenso wie ¢,, ¢,, e, entweder den Werth + 1 oder den 
Werth — ı besitzt, die Werthe: 


zugleich aber auch noch, da diese Grössen stets ganze Zahlen sein müssen, 
für die ganze Zahl r die Bedingung, dass dieselbe gerade ist. Nimmt 
man diese Bedingung als erfüllt an und führt die gefundenen Werthe 
an ‘Stelle der Grössen p in das System (s) ein, so geht dasselbe über in: 


T T % 

— c _ e _ [2i ae 
GE 835" er SE 

T 7. T 2 

_ — C _ c — m — 
Cr Cr ELE LATE 

g: T T T 

BC — _ — 2 — cC — 
Tau S2 THEM "EU 

4 72 2 7 
— 2 — — € _ — c — ge 
ED £55? 8557 Se 


Ein jedes der drei im Vorigen gewonnenen, mit (X5), (Y), (o’) bezeich- 
neten Systeme von Grössen erfüllt die im Eingange dieses Artikels für 
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ein System von Grössen c gestellten Bedingungen (D, (ID), wenn nur, der 
gemachten Annahme entsprechend, allgemein e/ = 1 ist, und es kann 
daher für jede der Grössen ¢ sowohl der Werth + 1, als auch der Werth 
— 1 gesetzt werden. Die sämmtlichen speciellen Systeme, welche auf 
diese Weise aus einem der drei Systeme (Xj, (X), (sc) hervorgehen, 
können aber stets auf ein beliebiges unter ihnen dadurch redueirt 
werden, dass man bei jedem derselben die sämmtlichen Glieder gewisser 
seiner Verticalreihen mit — ı multiplieirt, und sind folglich nach früher 
getroffenem Übereinkommen als nicht verschieden zu betrachten. Man 
kann daher, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun, bei den Systemen 
(X), (2), (d) eine jede der Grössen & nach Belieben durch eine der beiden 


Zahlen + 1, — I ersetzen. 
Bei dem Systeme (XM) setze man nun: 





es entsteht dann ein System von Grössen c, zu dem als Gleichungen- 
system (O) das System: 7 


"E, = TJ, ys TA. = Marne Ss T. SMS 


gehört. Dieses Gleichungensystem ist für das Folgende von keiner Be- 

deutung, da die' ihm entsprechende Thetaformel, einerlei, welchen Werth 

man der ganzen Zahl r beilegt, in Bezug auf die darin vorkommenden 

Thetafunetionen immer den Charakter einer identischen Gleichung besitzt. 
Bei dem Systeme (Y) setze man dagegen: 





‚5, =... H&K td; 5 


dem dadurch entstehenden Systeme von Grössen c entspricht dann als 
Gleichungensystem (O), wenn man noch zur Abkürzung die ganze Zahl 


2r ; - . 2T 
— mit g bezeichnet, also — — 9 setzt, das System: 
N À 


‘ 


(g ER r)a + ga ste iet ga am ry, 
gt + (g— ra? + oe. + ge? =a, 


(( n) 


ga” + gr? + ro + (g — rem u ny", 
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Für die weitere Untersuchung dieses Systems ist jetzt der Fall, wo eine 
ungerade Zahl ist, von dem Falle, wo n eine gerade Zahl ist, zu trennen. 

1.) Es sei n eine ungerade Zahl, » = 2» + 1; dann muss die ganze 
Zahl r, da 2r durch » theilbar sein soll, die Form r = K(2» + 1) haben, 
wo k eine ganze Zahl bezeichnet, und es ergeben sich weiter für g und 
g—r die Werthe g = 2k, g —v — k(1 — 2) Nun ist aber die dem 
Systeme (O^) bei beliebigem Werthe von k entsprechende Thetaformel von 
der dem Systeme (O^ für k = 1 entsprechenden nicht wesentlich ver- 
schieden, insofern als man, wie eine einfache Überlegung zeigt, jene aus 
dieser erhalten kann, indem man jede der vorkommenden unabhängigen 
Veränderlichen v durch kv ersetzt, wodurch dann gleichzeitig jede Variable: 
w in kw übergeht. Man kann sich daher für das Folgende, wo es sich 
um die Aufstellung der dem Systeme (O" entsprechenden Thetaformel 
handelt, auf den Werth k = 1 beschränken, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, den allen Coefficienten des Systems (O^) gemeinsamen ganzzahligen 
Factor k durch Division entfernen, und man erhält so für den vorliegenden 
Fall, wo » eine ungerade Zahl ist, das wohl bestimmte fundamentale System: 


(1 — 2yjx? + 240 +... + og es (on ru 
20 + (1 — Er +s. + oq iret ayer jue 
(0,) nr Motte A pendet bv. DAC 
22 + 240 +... + (1 — 2y)g*P = (2y + yet». 


2.) Es sei n eine gerade Zahl, & — 2»; dann muss die ganze Zahl r, 
da 2r durch » theilbar sein soll, die Form r = ky haben, wo k eine ganze 
Zahl bezeichnet, und es ergeben sich weiter für g und g — r die Werthe 
g —k,g—r —k(1— v) Aus denselben Gründen wie vorher kann man 
sich aber auch hier auf den Werth & — 1 beschränken und erhält dann 
für den vorliegenden Fall, wo » eine gerade Zahl ist, das wohl be- 
stimmte fundamentale System: 


(1 — y? + ee +...+ My 
q + (1 — ye? +... + geen | 


go + x? + Mi: + (1 US yao = yy, 


(0,) 
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Es ist jetzt schliesslich noch das im Falle x — 4 hinzugetretene 
System (g) näher zu untersuchen. Bei demselben setze man: 


und berücksichtige, dass die ganze Zahl r bei diesem Systeme durch 2 
theilbar, also von der Form r = 2k sein muss, wo k eine ganze Zahl 
bezeichnet. Ebenso wie früher kann man sich aber auch hier unbeschadet 
der Allgemeinheit auf den Werth # =.ı beschränken und erhält dann 
aus dem Systeme (9) ein System von Grössen c, dem als Gleichungen- 
system (O) das im Folgenden mit (o") bezeichnete System entspricht. Man 
hat daher, wenn man das aus (O,) für » = 2 hervorgehende specielle, im 
Folgenden mit (o) bezeichnete, System noch hinzunimmt, im Falle » = 4 
die beiden Systeme: 





— gqO0 ES x» oe a = a) = 24, 
a) 12) + x®) + x® E oye 
a) + x? sen a) + a xut ay, 


x zc gy? + g® — 49 = 2y, 


gD fg 4 7 4 go = 2j, 
ad — go se qo Je ao = oy, 
a 4 aq? — 7 4 og — oy, 
— 90 — 2 — 2 + qf — ay, 
die zunächst als verschieden zu betrachten sind, da das Coefficientensystem 
des einen nicht aus dem des anderen dadurch erhalten werden kann, dass 


man die Verticalreihen des letzteren in passender Weise umstellt und die 
sämmtlichen Glieder gewisser der Verticalreihen mit — ı multiplicirt. 
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Nun kann man aber das System (o) aus dem Systeme (o) dadurch er- 
halten, dass man in der letzten Gleichung desselben y durch — y? er- 
setzt und zugleich linke und rechte Seite dieser Gleichung mit — 1: 
multiplicirt. Die dem Systeme (o) entsprechende Thetaformel, die aus der 
Formel (6,) des Art. 3 für r = 2 hervorgeht, wird daher in die dem 
Systeme (o entsprechende übergehen, wenn man das System (— v?) an 
Stelle des Systems (v?) setzt. Da aber eine jede der in dieser Formel 
vorkommenden Thetafunetionen in ihrer Charakteristik nur halbe Zahlen 
als Elemente enthält und folglich entweder eine gerade oder eine ungerade 
Funetion ist, so bewirkt die Änderung des Argumentensystems (v?) in 
(— v?) bei dem auf der rechten Seite hinter dem Summenzeichen als 
allgemeines Glied stehenden Thetaproducte nur die Ausscheidung eines 
Factors, der entweder den Werth + 1 oder den Werth — ı besitzt, und 
es bleibt daher der Typus der ursprünglichen Formel, der darin besteht, 
dass die sämmtlichen Thetafunctionen eines Productes dieselbe Charak- 
teristik besitzen, erhalten. Aus diesem Grunde sind die Systeme (o), (o^) 
als nicht verschieden zu betrachten, und da zudem das System (o’) in 
das der Rırmann’schen Thetaformel zu Grunde liegende System (o) da- 
durch übergeführt werden kann, dass man bei demselben die sämmtlichen 
Coefficienten der ersten Verticalreihe mit — ı multiplieirt und dann die 
Verticalreihen der Coefficienten in passender Weise umstellt, so folgt 
schliesslich, dass auch die Rremann’sche Thetaformel von der dem Systeme 
(o) entsprechenden Thetaformel nicht wesentlich verschieden ist, und es 
ist daher die dem Systeme (O,) entsprechende, für eine beliebige gerade 
Zahl n = 2» auftretende Thetaformel (Formel (6,) des Art. 3) im engeren 
Sinne als die Verallgemeinerung der Rremann’schen Thetaformel anzusehen, 
während die dem Systeme (O,) entsprechende Thetaformel (Formel (8,) 
des Art. 2) als die zu einer beliebigen ungeraden Zahl n = 2» + 1 ge- 
hörige analoge Thetaformel erscheint. Diese Thetaformeln sollen jetzt 
hergestellt werden. 
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+) 
Fu a 
Die dem Systeme (O,) entsprechende Thetaformel soll zunächst auf- 
gestellt werden. Bezeichnet man in diesem Systeme die Zahl 2» + 1 
wieder mit r, so nimmt dasselbe die Gestalt: 


(2 — ra? X cs LEE © DUE 1 


20) + (2— ra? +... + 20, nif, 
(0,) 


240 + 230 +...+@ — ra = ry, 


an; man hat aber dabei im Auge zu behalten, dass r eine ungerade Zahl 
bedeutet. Lässt man nun das in der vorigen Arbeit zu Grunde gelegte, 
allgemeine orthogonale System (QO) in das soeben aufgestellte specielle 
System (O,) übergehen, indem man berücksichtigt, dass bei diesem letzte- 
ren » — r ist, so geht zugleich die dort aufgestellte, dem Systeme (0) 
entsprechende Thetaformel (6) in die dem Systeme. (O,) entsprechende 


über, und man erhàlt dadurch diese letztere in der Gestalt: , 
0,1, ...,r—1 a? a” 
r o\P Al a- \ ne go " de : ^X 
(rs) (ru?) ... (ru?) = ÿ jm (rv?) ... à g^ (rv), 
a, B Y T 


wobei die Grössen w lineare Functionen der als unabhängige Veränderliche 
anzusehenden Grössen v bezeichnen, definirt durch die p Gleichungen- 
systeme: 


ru? —(2—rw»-4 gU. d E c 297 


MR o mp 
(121,2, ..., p) 


= 20D +: 20D +... +2 — rw; 


bo 
Oo 
cx 
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wobei ferner für p — 1, 2, ..., D: 


a = (2 — ra + 2a See = 287, 
a 200 + (2 Jat à NH 2m. 
EI 200 + 202 + ... + (2— re, 


ae ee ARS ie RR SE 


P= M ++ B oe 
Bh— GRO +... + — Re, 


und die Summation auf der rechten Seite in der Weise auszuführen ist, 
dass jede der rp Grössen a, wie auch jede der rp Grössen f unabhängig 
von den anderen die Werthe o, 1, ..., r — 1 durchläuft; wobei endlich 
s die noch zu bestimmende Anzahl der nach dem Modul r incongruenten 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, der ausschliesslich aus Zahlen der 


Reihe o, 1, ..., r— 1 als Elementen gebildeten Lösungen des Congru- 
enzensystems: 
LA 
(2 — vj? + 22% +.) 2x = 0 (mod x), 
230 + (2 — ra? + ..: + 22° = o (mod r), 


24 + 27 +... + (2 — r)e” = o (mod r), 


bezeichnet. 

Um den Werth der Zahl s zu bestimmen, berücksichtige man, dass die 
r Formen, welche die linken Seiten der soeben aufgestellten Congruenzen 
bilden, in früher angegebenem Sinne einander congruent sind nach dem 
Modul r, und dass in Folge dessen die Lösungen des Congruenzensystems 
identisch sind mit den Lösungen einer einzigen der in ihm enthaltenen 
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Congruenzen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit den Lósungen der 
Congruenz: 


240 + 240 +... + 220? c o (mod r). 


Diese Congruenz besitzt aber »'^' nach dem Modul r incongruente Lö- 
sungen; man erhält dieselben, wenn man in den Gleichungen: 


9 = "— 
a) — £D, qm. EM gf ed gn — EN 


an Stelle des Systems der r — 1 Zahlen £0, £6, ..., Et der Reihe 
nach die sämmtlichen +”! Variationen der Elemente o, I, ..., r— 1 
zur (r — 1)"^ Classe mit Wiederholung treten lässt und jedesmal dann für 
£^ diejenige einzige Zahl aus der Reihe o, 1, ..., r — 1 setzt, welche 
der Congruenz: 


2&0 = — 2& — 2680 — „.. — 2&7 (mod r) 


genügt. Es ist demnach s = 7". 

Die auf der rechten Seite der aufgestellten Thetaformel bei der Aus- 
führung der Summation auftretenden ??" Thetaproducte können mit Hülfe 
der Relationen: 


uot Jm eek LS eM LC) 
Ot le mx Jerem 
auf eine geringere Anzahl ze lun werden. Zu dem Ende setze man 
für ma yeh, ae 
2a um a En 24 =e As 
260 + 2p ss. + 2f9 = B, 
und bringe die Grössen a, # in die Form: 


at AA (1) ai — rer an) 
= A, — ra); A, — ro, ee, 


do == B, m nts go as > ae Bi V E Ts E ad Ey T d = B, vig YBa 


r1 . 4 D 4 à i - 
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Unter Benutzung der soeben angeschriebenen Hülfsformeln erhält man dann 
die Relation: 


A0) A , j Ar 

= T uj a : FE T DA, 8, m 
8|. [ton — 9 (ro) — 8| 7 [eye "7*5, 

ES = go» Bn | 

r TES T. 


ey = r2; 7.5, r, und" weiter, da für & — 1, 2... p: 


ir À 








9 T B, 
a er pue 
ist, die Gleichung: 
= —(p : =? 
xD Xn) — xD 7) d 
D zu (rui. og go (a?) — 8 2 (ro)... 2 (rv?) e : 
Ar WF T T 


Dabei ist, wie es bisher stets geschehen, durchgehends eine Charakteristik 


von der Form E 23 al abgekürzt durch [7] bezeichnet. Auf Grund der 
(2 


(RS } 
ES 2 
letzten Gleichung nimmt nun die aufgestellte Thetaformel, wenn man 


darin noch an Stelle von s den dafür gefundenen Werth x’! einführt 
und, indem man berücksichtigt, dass die ganzen Zahlen A, B sämmtlich 
gerade sind, 


(SE durch e ! 
ersetzt, zunächst die Gestalt an: 


0;1,...,7—1 a =p 


A A =e A B ri 
T = nr Lu 
rare)... Bru”) = 8| [(ro9)...e| ^ Tree "7 
n n 
a, B ^ ip 


Bei der Ausführung der auf der rechten Seite dieser Formel an- 
gedeuteten Summation durchläuft jede der 2p in der Charakteristik: 


=] 


À; 

T 
B Bi 
TL ToC 
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sowie in dem hinter dem Thetaproducte stehenden Exponentialfactor vor- 


By AE 


kommenden Grössen 4,,..., 4 5 


$5 unabhängig von den an- 


ganzen Zahlen, die aus 


T 


deren die Reihe der r 


2g 0. + 240 IE HS 


hervorgehen, wenn man an Stelle des Systems der + Grössen 2°, 29, ..., at 
der Reihe nach die sämmtlichen Variationen der Elemente o, 1,..., r — 1 
zur r^" Classe mit Wiederholung treten lässt. Berücksichtigt man nun, 
dass die Congruenz: | 


240 + 220 + ... + 23° z o (mod r), 


wie schon oben angegeben, 7" nach dem Modul r incongruente Lösungen 
besitzt, dass aber auch eine jede der r — 1 aus der Congruenz: 


24 + 277 +... + 220? z p (mod r) 


! nach. dem 


für p — 1, 2, ..., r— 1 hervorgehenden Congruenzen 77 
Modul r incongruente Lósungen hat, welche in jedem Falle aus einer be- 
liebigen unter ihnen erhalten werden können, indem man zu derselben 


der Reihe nach die 7°" Lösungen der Congruenz: 
24 + 229 +... + 22” =o (mod y) 


addirt und die dabei auftretenden Zahlen auf ihre kleinsten positiven 
Reste nach dem Modul r reducirt, so erkennt man, dass von den 7” an 
Stelle einer jeden der 2p Grössen A,,..., A,, B,, ..., B, auftretenden 


p 
ganzen Zahlen s" der Zahl o, 7’ der Zahl 1, ..., endlich "=! der 
Zahl r — 1 congruent sind nach dem Modul r. Dieses Resultat kann 


man aber, wenn man zwei Charakteristiken, deren entsprechende Elemente 
sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, congruent nennt, auch dahin 
aussprechen, dass die Charakteristik: 


A 7] 4, E 
r a , D r 
B I Lh, 
T " Xe T 
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bei der Ausführung der Summation (r’~')”-mal einer jeden derjenigen. 7°? 
speciellen Charakteristiken congruent wird, welche aus 


= [72 


| ^. 
[7 
- 
m 


*| 


hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der 2p Buchstaben 
£j, + + £j 8j +--+, €, der Reihe nach die sämmtlichen Variationen der 
Elemente o, 1, ..., r — 1 zur 2p"? Classe mit Wiederholung treten lässt, 
und welche in der Folge Normalcharakteristiken genannt werden sollen. 
Nun àndert aber das auf der rechten Seite der obigen Thetaformel hinter 
dem Summenzeichen stehende Thetaproduct, wie aus den früher aufgestell- 
ten Hülfsformeln folgt, seinen Werth nicht, wenn man die Charakteristik 
A 


dureh eine ihr congruente ersetzt, und da auch die hinter dem Theta- 


" 
producte stehende Exponentialgrésse, weil r — 1 eine gerade Zahl ist, 
ungeändert bleibt, wenn man die 2p Zahlen A, B um ganze Vielfache 
von > ändert, so kann man die Summe von 7?" Gliedern, welche die rechte 
Seite der in Rede stehenden Formel bildet, durch das (r""")”-fache der- 
jenigen Summe ersetzen, die entsteht, wenn man in dem Ausdrucke: 





et 

e : —— Y sr 
8| " tro) ...e| " [roe — "7 

€ € 

r r 


an Stelle des Systems der 2p Buchstaben &,, ..., &,, &j, ..., &; der Reihe 
nach die sämmtlichen Variationen der Elemente o, 1, ..., r — 1 zur 
2p" Classe mit Wiederholung treten lässt und die Summe der so ent- 
stehenden r”” Terme bildet. Dividirt man dann noch linke und rechte 
Seite der auf diese Weise entstandenen Formel durch 9°77)? = jC"—7*, so 
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erhält man schliesslich die dem Systeme (Q,) entsprechende Thetaformel 
in der einfachen Gestalt: 





) r— — ES he 
LR ECTS 1 s d 7 I Y ee mi 
(9)  r'S(ru?)...8(ru?) = 8|" [(rv)...8 à (rv?)e Es : 
£g 
Ep Ep r r 
8] £p 


bei der also r eine ungerade Zahl bezeichnet, die auf der rechten Seite 
angedeutete Summation in der Weise auszuführen ist, dass an Stelle der 


Charakteristik der Reihe nach die sämmtlichen r”” Normalcharakte- 


ristiken treten, endlich die Grössen 4 die durch die Gleichungen: 


ru = (2 — rw + 20D + ... + 20m 
E 200 + (2 —rw?-r...-r 20, 

(1—1,2, ..., p) 
A Dese 2v + 20 +... + (2 — 1,7 


definirten linearen Functionen der als unabhängige Veränderliche anzu- 
sehenden Grössen v bezeichnen. 
Lässt man auf der rechten Seite der gewonnenen Formel (9, ), indem 


man unter *y,,... 2 Ns +++, 7, beliebiee ganze Zahlen versteht, die 
/1? » Jp Vi > Tr DO , j 
Systeme: 


2, LA 

‘ " . r r 
(ro), ...., (ro?) übergehen in|| ro -E| | I, Peer NN, 

à 2h 

N 9. 9 


IS 
= IS 
- 


‘ 4 CN r 
RR) über in ru? + jV vum à 


* [S 
=1S 
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und man erhält, wenn man die, in der 
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Formel (A) der vorhergehenden 


Arbeit als specielle Fälle enthaltenen, Formeln: 











f 7 
/ [à 
Ü ; | ru + 
= V 
D P| u'= „es p i T 1, 
E y 
£c» et z > 3: Gy! Un = = nT qu ni + zs ri 
Ü y L=ly = 
= ¥ (ra Ne il u 
e+n 
= 
(»21,2,..., *) 
7.) N 
rl \ 
8, ru? + | 
7|/ 
= 
pep =p ee 
lar 2X Y unt nt — *Y i (ri? ni 3 ri) 
7 u=1 p= = 
= al” [rue ' 77 
7 
5 
anwendet und unter Berücksichtigung der Relation: 
Mn ver P < 
> uo — vo TS 
VIS yup c 


die den beiden Seiten gemeinsamen E 
entfernt, zunächst: 











r9l| | (r9... 
7 
2 
miel e+n Et» 
= 8| u ^ ll), „aan a 
Een SESS» 
Ey 5 ce.) Ep T7 T 
Cr boo ur 


Auf der rechten Seite dieser Gleichung se 


. 
T — 
- 


[2 


N , 


xponentialfactoren durch Division 


7 
D i (ruf?) 
Jj 
py. 
Y—I =D DRE à x 
Sr m &,8 rt = > 7,8 yr 
(uie nur qs UM 


tze man nun für jedes y von 1 bis p: 


, LE 
or |" 
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es geht dann das hinter dem Summenzeichen stehende allgemeine Glied 
über in: 


p-p nep M nes 
E d L— EE ri —L Y a —— Y (nuu 
8| ' Ko)... ^ (re — "7 .e Bel yeah ; 
: 
€ 
und da bei der Ausführung der Summation die Charakteristik à ein 
E 


und nur ein Mal einer jeden der »" Normalcharakteristiken congruent 
wird, weiter auch das soeben angeschriebene allgemeine Glied der Summe 


sich nicht ändert, wenn man die Zahlen à, ..., &,, &j, ..., &, durch 
irgend welche ihnen nach dem Modul » congruente, speciell also durch 
ihre kleinsten positiven Reste nach dem Modul r ersetzt, so kann die 


Summation in Bezug auf die Grössen €, €’ auch in der Weise ausgeführt 


werden, dass die Charakteristik ‚| die Reihe der 7°? Normalcharak- 


teristiken durchläuft. Man gelangt so, wenn man schliesslich noch die 
Punkte bei den Buchstaben &, &’ unterdrückt, zu der Formel: 








7 = gen SY 
: ; DPA 
(61) TOW (mo) Ad (ru)e a 
2 7 
r = 
;1,».,7—1 SE h ) Tr. ibe Ar 
0 r — > (ne n 7 nn) - : = = Lye 
— e p=1 9 i (rv) 24,59 (ro) € u=1 : 
z € 
= 


Ey sv Ep az: 
£3, «4, €'p 

hy m 7}, 
vel, 
ganze Zahlen versteht, welche für jedes ~ von 1 bis p den Bedingungen: 


= . : : A 2,24p 
Lässt man jetzt weiter, indem man unter 57, oj, , 


y» 2rp 


pu + pz. +...+ u — (oy pas EE n T... pi" E 
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genügen, auf der rechten Seite der letzten Formel die Systeme: 


(a) a” 





Game) ubergehen ine (Era Ee three ao” | ||, 
p ) Bee 
à 


so gehen dadurch gleichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme: 


























N p? 
(ru AN, (re) —- überjin een | SEDEM EU s ART: 
Qs ntes 
\ T Tr 
und man erhält, indem man die Formeln: 
: Lo 
LE T 
9 yo? + a 
LI ly 
€ p 
2» Ls 
0) 4 p=p n'=p n-p e' p 
c+p END tye TE (npe tai + 2 ai) 
qu p=l1p=1 = 
— 2330) / L 
—] Em (rv?)e à 
€ P 
= 
(v21,2,...,T) 
) 
7 ep? 
r 
4j ru a 
2 [N p 
T \ 1 
r 1 
=? | n° =p k=P (v) 
(v) LR N n . 
np" er: = 2 NOM e + — >> erm u a ri Er ri) 
T EXIST =1 z 
= # o [rue — ^ oe i A 
ele 
% 


anwendet und unter Berücksichtigung der Relation: 


ver y-r 


onu — T2 OU (u=1,2,..,P) 


v1 
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die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division 
entfernt, schliesslich die Formel: 








vus A adip a — Xo, 
(99) T wee E^ sit. el Miro e: E 
Jd Jesi 
7 | T 
rt S MEE) Ds eis 
- T (ms nn Ey) = zi E = f — 2 ee ri 
e p=1 D T. (1) (7 v?) o3 D T jo (rv) e n 
E ) E 
£1 ‚Ep 7 4 7 


Eis 


Diese Formel umfasst die Formeln (6,), (9) als specielle Fälle und ist 
zugleich die allgemeinste derartige Formel. 

Die Formeln (6,), (0), (9%) entsprechen beziehlich den ‘Formeln 
(6), (8), (@”) der vorhergehenden Arbeit, und es hätte, ebenso wie (6,) 
aus (4) abgeleitet wurde, auch (9) aus (6^), (0/’) aus (6") direct abgeleitet 


werden können; nachdem aber einmal die Formel (6,) gewonnen war, 


1 
erschien das hier zur Herstellung der Formeln (9), (6; eingeschlagene 
Verfahren als das einfachere. 


Setzt man in der Formel (6j): 


Ec pO Er p? LM e, uri 
QE MR LA 
ay Lm (r9) .-. OT , Jd (ro?)e [ — Bias 
p ECL 
= > 
Om = (r) eye ix 
ns à > iR, Li 
. E ; 5 pal 1 
D E: (ru?) ... . 8 Be (ru) = 9 
"—p 7 p 
ja 7 


wobei die den Buchstaben v, x’ beigefüsten Zeichen [e], [7] die Complexe 





EIDEM 7, vp . . : 
; ^L [7 77 | beziehlich vertreten sollen, und setzt zugleich, 
Mur. Ep T TS 
demi np 
. à p r r\irs FL M a. pe . 
‚ndem man zur Abkürzung e mit c, & (ne, —y,s,) mit [xls] 


nl 
bezeichnet: 
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ar em 


n- [ © 
e LI culis. 


[4 


so entsteht aus der genannten Formel die Gleichung: 


og = I cna 
HE ae lei: 


(el 


und es ist dabei die auf der rechten Seite angedeutete Summation über 
alle Terme zu erstrecken, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen, 
indem man darin an Stelle des Systems der 2p in [e] vorkommenden 
Buchstaben ¢,, . ge Ep 8]; -.., & der Reihe nach die sämmtlichen 1°? 
Variationen der Elemente o, 1, ..., r — 1 zur 2p"" Classe mit Wieder- 
holung treten lässt. Die letzte Gleichung umfasst, da das mit x, be- 
zeichnete Thetaproduct ungeändert bleibt, wenn man die Grössen 7,,...,7,, 
i...», um ganze Vielfache von r ändert, im Ganzen nur 7? verschiedene 
specielle Gleichungen; man erhält dieselben, wenn man an Stelle des 
Systems der 2p in [7] vorkommenden Buchstaben 7,, ..., 9»; Yi ++» % 
der Reihe nach die »"' soeben angeführten Variationen setzt. Das auf 
diese Weise entstehende System von 7” linearen Gleichungen, dem man 
durch passend gewählte Anordnung eine übersichtliche Gestalt verleihen 
kann, lässt sich für die Untersuchung der aus der Formel (65) entspringen- 
den Relationen zwischen Thetafunctionen mit Vortheil verwenden. : 


a 


3. 


Es soll jetzt die dem Systeme (O,) entsprechende Thetaformel auf- 
gestellt werden. Bezeichnet man in diesem Systeme die Zahl » wieder 
mit r, so nimmt dasselbe die Gestalt an: 


(1 — ns? + ao LH... + qun D 
a + (1 ra? +... + qu mn, 

(0,) 
a + ao t+... + (1 — na = n. 
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Lässt man nun das in der vorhergehenden Arbeit zu Grunde geleste, 
allgemeine orthogonale System (O) in das soeben aufgestellte specielle 
System (O,) übergehen, indem man berücksichtigt, dass bei diesem letzteren 
n — 2r ist, so geht zugleich die dort aufgestellte, dem Systeme (O) ent- 
sprechende Thetaformel (9) in die dem Systeme (O,) entsprechende über, 
und man erhält dadurch diese letztere in der Gestalt: 








0,171 aD : zer) 
(rsPB(ru??) . . . Ara) = D m (ro9) ...8 gan (rv®”), 
a, 8 Uu r 


wobei die Grössen w lincare Functionen der als unabhängige Veränder- 
liche anzusehenden Grössen » bezeichnen, definirt durch die p Gleichungen- 
systeme: 


ne =, 
nu = OY (1 — ro? +... + ve, | 
(u=1,2,..,2) | 
| | 

ru = oe 0D +... d (1r — rh; 


wobei ferner für g = 1, 2, ...4 p: 


a — (1 — ral? + Deere an . 
a? = ay lt ee epe a” 
mA an) an en + (1 91 
Be = (1 EN 7) is Hi + phe zi Pk o 
pos Be + (1 — NB? E. jie 
pe = po + PO sop — nA, 


und die Summation auf der rechten Seite in der Weise auszuführen ist, 


dass jede der 2rp Grössen a, wie auch jede der 2rp Grössen 3 unabhängig 
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von den anderen die Werthe o, r, ..., r— 1 durchläuft; wobei endlich 
s die noch zu bestimmende Anzahl der nach dem Modul r incongruenten 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, der ausschliesslich von Zahlen aus 
der Reihe o, 1,...,7—1 als Elementen gebildeten Lösungen des Con- 
gruenzensystems: 


(1 — rn)? + aa +... + a? = o (mod r), 
a + (1 — ra? +... + a?" = o (mod r), 
aO + aO +... + (1 —r) z o (mod r), 
bezeichnet. 


Um den Werth der Zahl s zu bestimmen, beriicksichtige man, dass die 
2r Formen, welche die linken Seiten der soeben aufgestellten Congruenzen 
bilden, in früher angegebenem Sinne einander congruent sind nach dem 
Modul r, und dass in Folge dessen die Lösungen des Congruenzensystems 
identisch sind mit den Lósungen einer einzigen der in ihm enthaltenen 
Congruenzen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit den Lósungen der 
Congruenz: 


oY +o +... + a0? =0 (mod r). 


Diese Congruenz besitzt aber r”-! nach dem Modul r incongruente Ló- 
sungen; man erhält dieselben, wenn man in den Gleichungen: 


x — Em, qo = Eo. Was gar) == Ser x? = gan» 
an Stelle des Systems der 2r — 1 Zahlen £0, £9, ..., &°””® der Reihe 
nach die sämmtlichen 7”! Variationen der Elemente o, 1, ..., r— 1 
zur (2r — 1)"" Classe mit Wiederholung treten lässt und jedesmal dann 
für £?^? diejenige einzige Zahl aus der Reihe o, 1, ..., r— 1 setzt, 
welche der Congruenz: 
EU = — ED — ED — | | — £v (mod r) 


2r—1 


genügt. Es ist demnach s = 777. 
Die: auf der rechten Seite der aufgestellten Thetaformel bei Aus- 
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führung der Summation auftretenden r"? Thetaproducte können mit Hülfe 
der Relationen: 


Th ocolfsse or) Too I++ In: Ir],; 
ZH Orr d ae i |o a ZH here OY 
(1—1,2,.. p) 


gitw tar E gs Be) Ju 99] ue our 
P n T KIO = n Gs Un Jo “7 


auf eine geringere Anzahl reducirt werden. Zu dem Ende setze man 
a — WE Eo. 


(1) (2) (epar Lm 
a, Sr dy scr ar > ZI A 
(1) (Q3) (dr) 
B. =F Bi "m o c p Bx TH B,, 
und bringe die Grössen a, 8 in die Form: 

(aly oo (1) a2) — n2) bar) P599 029] 
a, A, 100, 0, A, UE suce 
EDR y «D A (2) oan __ + Qn 
WB, TB. BP = Bgm 


Unter Benutzung der soeben angeschriebenen Hülfsformeln erhält man 
dann die Relation: 

















— XQ) : ^ ab zv) » 
z - = — 4 Dr DaB, "si 
4 = (à v?) — (rot?) zm (rv) e n-l : 
go B EN 4» B 
2 x 7 : n 
für y = 1,2, ..., 27, und weiter, dafür ui. — 1.02 sone 
PB qeu. I: 
ist, die Gleichung: 
a za 4 4 mn 
J| FE) 0 T + (CD el? SO 4 ny pal 
zu (rv) ...9 gon Wa) —-Q 2 (rv)... 8 ? (rv?”) e : 
Bra re, _r T. 
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Dabei ist, wie es bisher stets geschehen, durchgehends eine Charakteristik 


von der Form b au el abgekürzt durch 4 bezeichnet. Auf Grund 


ne Saat 1 
der letzten Gleichung nimmt nun die aufgestellte Thetaformel, wenn man 
darin noch an Stelle von s den dafür gefundenen Werth r^! einführt, 
zunüchst die Gestalt an: 


/ 


* 0,1,...,r—1 
yér— Pg (ru) Jae (ru?) — 


(rv)... 


a, B 1 = 


> 
sity Ik 
S 
| Ik 
cS 
| 
E 
i 
"by 
a 


Bei der Ausführung der auf der rechten Seite dieser Formel angedeu- 
teten Summation durchläuft jede der 2p, in der Charakteristik: 


4 ie 
r d r 2204 T 
B Er i 
r r E T 


sowie in dem hinter dem Thetaproducte stehenden Exponentialfactor vor- 


MC TO TT 


kommenden, Grössen A i 


af unabhängig von den anderen 


die Reihe der r” ganzen Zahlen, die aus: 


qo + 7) EL... + x 


hervorgehen, wenn man an Stelle des Systems der 2r Grössen 2°, x, ..., 4C? 
der Reihe nach die sämmtlichen Variationen der Elemente o, 1,...,7—1 
zur 27^" Classe mit Wiederholung treten lässt. Berücksichtigt man nun, 
dass die Congruenz: 


aO + aO +... + 29? — o (mod r), 


wie schon oben angegeben, 777 nach dem Modul r incongruente Lösungen 
besitzt, dass aber auch eine jede der r — 1 aus der Congruenz: 


GO 40 3 1. Er — p (mod r) 


für o — 1, 2, ..., r— 1 hervorgehenden Congruenzen r"^ nach dem 
p : 43 , D D 
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Modul r incongruente Lósungen hat, welche in jedem Falle aus einer 
beliebigen unter ihnen erhalten werden kónnen, indem man zu derselben 
der Reihe nach die ;*—7 Lösungen der Congruenz: 


eM Æ aQO +... + 20? = o (mod r) 


addirt und die dabei auftretenden Zahlen auf ihre kleinsten positiven Reste 
nach dem Modul x reducirt, so erkennt man, dass von den r” an Stelle 
einer jeden, der 2p Grössen A,, ..., A,, D,, ..., B, auftretenden ganzen 
Zahlen r?”-! der Zahl o, v^ der Zahl ı,..., r”” der Zahl r — 1 
congruent sind nach dem Modul ». Dieses Resultat kann man aber, wenn 
man zwei Charakteristiken, deren entsprechende Elemente sich nur um 
ganze Zahlen unterscheiden, congruent nennt, auch dahin aussprechen, dass 
die Charakteristik: 


A A, 2 
T C3 T . 75 
Zu EZ 
1 aos Ks 


bei der Ausführung der Summation (r”=")”-mal einer jeden derjenigen 
r’? speciellen Charakteristiken congruent wird, welche aus: 


hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der 2p Buchstaben 
Eis +++) Spy Sty >, ©, der Reihe nach die sämmtlichen Variationen der 
Elemente o, 1, ..., r — 1 zur 2p" Classe mit Wiederholung treten lässt, 
und welche in der Folge Normalcharakteristiken genannt werden sollen. 
Nun àndert aber das auf der rechten Seite der obigen Thetaformel hinter 
dem Summenzeichen stehende Thetaproduct, wie aus den früher aufge- 
stellten Hülfsformeln folgt, seinen Werth nicht, wenn man die Charakteristik 


durch eine ihr congruente ersetzt, und da auch die hinter dem Theta- 


|t IR 


producte stehende Exponentialgrösse ungeändert bleibt, wenn man die 2p 
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Zahlen A, B um ganze Vielfache von r àndert, so kann man die Sümme 
von 7*"? Gliedern, welche die rechte Seite der in Rede stehenden Formel 
bildet, durch das (r”"")”-fache derjenigen Summe ersetzen, die entsteht, 
wenn man in dem Ausdrucke: 


an Stelle des Systems der 2p Buchstaben ¢,,...,¢,, 5j, ..., s; der Reihe 
nach die sämmtlichen. Variationen der Elemente o, 1, ...,.r — 1. zur 
2p" Classe mit Wiederholung treten lässt und die Summe der so ent- 
stehenden r”” Terme bildet. Dividirt man dann noch linke und rechte 
Seite der auf diese Weise entstandenen Formel dureh (=)? = >», 
so erhält man schliesslich die dem Systeme (O,) entsprechende Theta- 
formel in der einfachen Gestalt: 


0,1,...,7—1 Es e j 2S m 
(6,) alu)... Bra?) = 8| ^ [(r)...8[| " [ree — 
4 E T 


“bei der also r eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, die auf der rechten 
Seite angedeutete Summation in der Weise auszuführen ist, dass an Stelle 


= |» 


der Charakteristik .| der Reihe nach die sämmtlichen 77? Normal- 
T 


charakteristiken treten, endlich die Grössen w die durch die Gleichungen: 


ru = (1 — ro? + vo +... + u, 
ZN VD 4 (1 — ro? +... + 22", 
(4—1,2,..., p) 
ne 2) ale à 2r) 
rue = vo + v +... + (1 rw, 


definirten- linearen Functionen der als unabhängige Veränderliche an- 
zusehenden Grössen v bezeichnen. 
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Lässt man auf der rechten Seite der gewonnenen Formel (6,), indem 
man unter 7,,..., 7, 71 +--+) 7, beliebige ganze Zahlen versteht, die 
Systeme : 


IS 
sy [es 


(rot), ..., (yv@?) übergehen intl wo? -1- FO eres roro ate Ale 
7 
| T 


xs 


so gehen dadurch gleichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme: 


\ / 
VE UL 
9p SK . T T 
(TU?) icles KT) ber zum rue ores q Re IM NE 
zu Ut 
7 Tm 


und man erhält, indem man die im vorhergehenden Artikel an der ent- 


sprechenden Stelle angeschriebenen Hülfsformeln für y» — 1, 2, ..., 2r 
anwendet und wieder unter Berücksichtigung der Relation: 
y-2r y=2r 
Du — 20? (H=1, 2, ..., p) 
y-1 ' yv=1 ' 


die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfactoren durch Division 
entfernt, zunàchst: 








wh 7 
rs A (ru) ... 8| ^ (rut?) 
2 dh 
v D 
, 
D ET du. EN 282 "E. pl? PME 
- 4 - 1 = E 23 £49 „al — m SD NE pr 
~ 8| "^ [(ro?) ... 8 (ro?)e — "7 = c 
e+7 el 
Eye, Ep 7 7 
€ „ep 


Auf der rechten Seite dieser Gleichung setze man nun für jedes a von 
ı bis p: 
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es geht dann das hinter dem Summenzeichen stehende allgemeine Glied 


über in: 
2D Desi SE 
— = Li > Spe ni T b In gu Y T > (n,8 m dp NE 
j r 1—1 1—] u=1 
Seco. [rv es" .€ Se ; 
E € 
n T 
und da bei der Ausführung der Summation die Charakteristik cen 
[3 
= 


und nur ein Mal einer jeden der +”? Normalcharakteristiken congruent wird, 
weiter auch das soeben angeschriebene allgemeine Glied der Summe sich 


nicht ändert, wenn man die Zahlen ¢,, ..., ¢,, &, ..., & durch irgend 


q 


2 
welche ihnen nach: dem Modul > congruente, speciell also durch ihre 
kleinsten positiven Reste nach dem Modul r ersetzt, so kann die Summa- 


tion in Bezug auf die Grössen ¢, & auch in der Weise ausgeführt werden, 
dass die Charakteristik | | die Reihe der +” Normalcharakteristiken 
€ 


= 
durchlàuft. Man gelangt so, wenn man schliesslich noch die Punkte bei 


, 


den Buchstaben &, é’ unterdrückt, zu der Formel: 


= SP 
» 2 DEN 
6; r^g ru) 4 (rue. 7 
/ M ) 
qe " 
z = 
n=p =p 
0,1,...,r—1 2 R i x - 2° ; . 
UU (me, — y 46,)7i = = ML De Sue ne 
=] 22 y = 
= Cry Oh OO Ne as 8 (re?) e... ^ 
Eye, Ep T. T 
EO COE 
e AS ROTER ER * ß (v) nv) Jes terc - 
Lässt man jetzt weiter, indem man unter o, pi, | 1, ",, 4rp 


pO -E oJ. 27. Boo Do A pl? +t — o 
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genügen, auf der rechten Seite der letzten Formel die Systeme: 











pe pu 

yy) Gne horoahan ml 270) 4 mr) r 
(ro), vee (rv©?) übergehen in | + ol jr | 7 D + yen | JP 

T r 


so gehen dadurch gleichzeitig die auf der linken Seite stehenden Systeme: 


m |\ / (2r) |N 





1e f p 
OM ei . Tq. à r 
GA) or, (ru) meri zu ERIS rue”) — don diate 
pti p 
N 5 N p 


und man. erhält, indem man die im vorhergehenden Artikel an der ent- 
sprechenden Stelle angeschriebenen Hülfsformeln für y» = 1, 2, ..., 2r 
anwendet und wieder unter Berücksichtigung der Relation: 


zn un = — oy) (1, 2, ..., p) 


die den beiden Seiten gemeinsamen Exponentialfaetoren durch Division 


entfernt, schliesslich die Formel: 4 
= nee QUPD 
D) po DEE a) de - > 7,7 m 
à ^ TE p= iy 
CHF ry ay I) OP on (e | = 
y—p 7 —P 
r m rt 
= 2 A=P - (1) on) n=p 
r es X (me Q— WE) 7i € rn € xa iA 72a 
7 x0) er) LE 
2 3 e+ pO (rv) . e+ on (rev) e 
‚&p ET} T 


Diese Formel umfasst die Formeln (6,), (6) als specielle Fälle und ist 
zugleich die allgemeinste derartige Formel. 

Die Formeln (9,), (65), (07) entsprechen beziehlich den Formeln 
(8), (8), (6") der vorhergehenden Arbeit, und es hätte, ebenso wie (4,) 
aus (0) abgeleitet wurde, auch (6;) aus (6), (67) aus (6") direct ab- 


geleitet werden können. 


bo 
-1 
or 


Uber die Verallgemeinerung der Riemann’schen Thetaformel. 


Setzt man in der Formel (67): 


« =D 
et. po S di pen == ee m 
7 ech) r / (ar) p= 
8|. ES re)... OP 5, yen (rv?) e = 
r z 
: np 
7 = (1) 7 — pan =: 2 > % " 
f r : =] 
d NEM (ru) ... 8] (Qr) (ru) e y = Lins 
YH? 4—p 
r T 


wobei die den Buchstaben x, x’ beigefügten Zeichen [s], [7] die Complexe 


$ ... Ep che N» . . 3 

E v. ‘i [; 7] beziehlich vertreten sollen, und setzt zugleich, 

€, ...€p i77 

h AR» "m 

indem man zur Abkürzung e ^ mit r, X(x,s; — $,s,) mit [x]|[s] be- 
pal 

zeichnet: 


€ 


10 


=p 
5 > (m. Bun MI e,) Es 
pal 


— „alle 
— 7 ; 


so entsteht aus der genannten Formel die Gleichung: 


. 


reat = 2 lel 
und es ist dabei die auf der rechten Seite angedeutete Summation tiber alle 
Terme zu erstrecken, die aus dem allgemeinen Gliede hervorgehen, indem 
man darin an Stelle des Systems der 2p in [s] vorkommenden Buchstaben 
Eis ++.) Ep Ets «.., €, der Reihe nach die sämmtlichen 1? Variationen 
der.Elemente 0, 1, ..., r — 1 zur 2p" Classe mit Wiederholung treten 
lässt. Die letzte Gleichung umfasst, da ‘das mit zy, bezeichnete Theta- 
product ungeändert bleibt, wenn man die Grössen z,,..., 5). Gis ++. %n 
um ganze Vielfache von 7 ändert, im Ganzen nur r”” verschiedene specielle 
Gleichungen; man erhält dieselben, wenn man an Stelle des Systems 
der 2p in [y] vorkommenden Buchstaben 7, ..., 95 Mir +++, 7%, der 
Reihe nach die r”” soeben angeführten Variationen setzt. Das auf diese 
Weise entstehende System von »"" linearen Gleichungen, dem man durch 
passend gewählte Anordnung eine übersichtliche Gestalt verleihen kann, 
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lässt sich für die Untersuchung der aus der Formel (67) entspringenden 
Relationen zwischen Thetafunctionen mit Vortheil verwenden. 

Vergleicht man jetzt die Endformel (6;’) des vorhergehenden Artikels 
mit der hier gewonnenen Formel (05), so erscheinen diese beiden Formeln 
zwar in Ansehung dessen, dass die erste einem beliebigen ungeraden 
n= 2y + 1 — r, die zweite einem beliebigen geraden n = 2» = 2r ent- 
spricht, als gleichberechtigt, nicht aber, wenn man die ganze Zahl r, die 
durch ihr Auftreten als gemeinsamer Nenner bei den Charakteristiken- 
elementen eine Gruppe zusammengehóriger Thetafunctionen fixirt, und die 
mit Rücksicht darauf als die eigentliche Fundamentalconstante in den 
Formeln zu betrachten ist, als gegeben ansieht. Alsdann zeigt sich viel- 
mehr ein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden Formeln. Nicht 
nur gilt die Formel (67) für beliebiges r, während die Formel (6; auf 
ungerades r beschränkt ist, sondern es erscheint auch bei ungeradem r die 
Formel (67) als die allgemeinere, weil sie zu gegebenem Werthe von r 
eine weit grössere Anzahl von Thetarelationen zu liefern vermag als die 
Formel (6j). 

Was schliesslich die Bedeutung der in der vorliegenden Arbeit 
gewonnenen Formeln betrifft, so mag hier nur kurz bemerkt werden, dass 
dieselben die Mittel gewähren, um die Relationen zwischen jenen Theta- 
functionen zu gewinnen, deren Charakteristiken aus beliebigen rationalen 
Zahlen als Elementen gebildet sind, während die Anwendbarkeit der 
Rremann’schen Thetaformel auf den Fall, wo diese Elemente halbe Zahlen 
sind, beschränkt ist. Diese allgemeineren Thetafunctionen sind aber für 
die Theorie der Aggr’schen Functionen und der algebraischen Gleichungen 
von nicht geringerer Bedeutung wie die zuletzt erwähnten, bis jetzt fast 
ausschliesslich betrachteten speciellen. Durch die Gewinnung der Formeln 
(91), (6) ist somit der mathematischen Speculation ein Gebiet zugänglich 
gemacht, in das einzudringen bisher mit den grössten Schwierigkeiten 
verknüpft war. Bezüglich der Anwendung der gewonnenen Formeln auf 
einen speciellen Fall möge auf eine im 22'" Bande der Mathematischen 
Annalen erscheinende Arbeit: »Über Thetafunctionen, deren Charakteristiken 
aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind» verwiesen werden. 


Würzburg, im Mai 1883. à 





NOTE 
SUR CERTAINES 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


PAR 
ADOLPH STEEN 
à COPENHAGUE. 
1. Soit proposée l'équation différentielle de l'ordre n 
(1) fm, y, n, p) = 0, a 
dont le premier membre se réduit à 


n 
1 (n) ax (n—1) 
v, y, n, n) = yo — 1 = 0 
fe, y, n, n) — y SERT : 





lorsque p — n, tandis qu'en supposant des p entier et plus grand que 
n il contient une suite de termes, représentée par 
Hn 


2) » oops tU pisce) caa r 2) jar _ (nn) 
eda l2 RAPERE. (p Il [n — r] à 





r=2 


Cette équation jouit de la propriété remarquable de ne pas changer 
essentiellement de forme par des différentiations successives. C’est ce 
qui se voit par la différentiation des deux termes consécutifs contenant 
g^" tty rt) et a” Ty’? en tant qu'elle contribue à former le terme 
général de la nouvelle équation, savoir 





a+1\(p—n)....(p—n+tr—8) aa” q.i)» 
| APA Suo b c SEE I [n— 14 ! 
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qui provient aussi du terme général de la proposée par le changement 
de p en p — l], de y en y. Donc en différentiant l'équation (1) on trouve 


(3) fe, y, TU cpi 1) = 0. 


De méme par p — a différentiations on parvient à 


ax" 
(2) * (p—1 
7 I pm 0 


(4) JG. y^ ”, my a) = wa — To sss] y = 0, 


en supposant seulement que p soit plus grand que » — 1. 
Or l'intégration de l'équation (1) dépend de celle de l'équation (4), 
pour laquelle on trouve 


LI 
ar 


= )—1 "QS 
y 1) cA 0 et ye ) = Cre x. 


on a par suite 





(9) Y=C, + Ce +.... + UAI d et VE 


ce qui donne l'intégrale complete de la proposée, si p =n. Pour des 
valeurs plus grandes de p elle contient p — » constantes de trop. On 
en réduit le nombre au moyen des conditions à remplir, pour que la 
premiere intégrale particulière (5) rende la proposée identique. — Ainsi 


par exemple l'équation 


4x . 20a? lar 
ze e Mg 


C'est pour traiter la premiere intégrale (5) à part, que nous l'avons 
séparée de la dernière, à laquelle les constantes arbitraires de l'intégration 
l'auraient attachée. 

2. Pour des valeurs de p depuis 0 jusqu'à » — 1 les derniers termes 


oe 


de la suite (2) du premier membre de la proposée s'évanouissent, dés 


- 
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que & —r — p — 2, et de plus les termes restants peuvent étre trans- 
formés en 


r=n—p+l1 
(6) N n—p)n—p+1l)....n—p—r+2) ax 7 
Io ...T—1l [n —r] 





t2 


— 


Mais cette transformation n'affecte en rien la démonstration de la pro- 
priété, que nous venons de reconnaitre. Seulement il faut faire de cette 
propriété un autre emploi que plus haüt. La proposée étant une inté- 
grale premiere de l'équation (3), une nouvelle intégration donnera 


fe, ye np DC, 


et ainsi de suite, de sorte qu'après » — p intégrations on parvient à 


n—p—1 


E = (—n+p) 
(7) fe, y P. om, n) — paa + pgs +... + Cnt 


L'intégrale de cette équation étant 


fn "^ 
ar —ar 


(p—1) 1.2...nf . 124-717 = 3 n—p—1 
y =e (^ + e (Cota + 6p432% + 2... + X ) de), 





l'équation (1) sera done dans ce cas complétement integree par 


DIES Node Efe a M Heat + 


= - 
'p—2 ar —ar 
—2 (EUER Jas 1—p—1 
«f da” e LE € (Cote Æ Cnt) i) : 


Remarquons par exemple que, p étant l'unité, l'équation 





Fe, y, m, 1) =0 
a lintégrale complete 


n n 
ar —az 


(8) y — pserieoc (- AL Geo (e, ails Cy sa ie + nt") ae), 


dont nous nous servirons plus tard. / 
3. En dernier lieu, considérons les cas de p = 0 et de p entier nega- 
tif et changeons p en — p dans la proposée, qui sera alors représentée par 


(9) Je, y, "n, —p) = 0. 
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Le premier membre ne sera encore changé que quant à la suite (2), qui 
deviendra 





EN (p+n\(p+n—1)....(p+n—r +2) a Kenn) 
B PAR : r—] [n —7] ^ ^ 


C'est done par p + » intégrations qu'il faut remonter à l'équation inté- 
grable de la forme (7), savoir 


n—1 


^ (—p—n) p+n—1 
F(a, y NN) =, FE. MNT CE Ts E À 


Avant d'aller plus loin, observons, qu'en faisant toutes les constantes 
égales à zéro nous trouvons dans ce cas de cette équation lintégrale 


No IU UN 


par conséquent pour celle de l'équation (9) 


(10) go EDDIE 


‘ce qui est bien identique à la dernière intégrale (5), lorsque nous y 
changeons p en — p. 

Maintenant pour arriver à l'ntégrale complete de l'équation (9), il 
faut faire varier la constante c de l'intégrale particuliére (10), puis dé- 
terminer les constantes superflues. Cependant on parvient au résultat, 
en verité bien simple, d'une manicre beaucoup plus expéditive. Com- 
mencons par l'intégration de 
(11) Fle, 4, n,.0)=0 
au moyen de 

(-D 
F(a, y » ny, —1) > 0, 
dont l'intégrale résulte de l'expression (8) par le changement de y en y~”. 
Done nous en concluons l'intégrale suivante de (11) 


n " 
ar —ar 





y= = i ELS "grad (e, + c.t Vd p 3) de); 





D . 
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De méme on remonte successivement aux intégrales de l'équation (9) 
dans les cas de p — 1, 2, 3...., en différentiant toujours celle qui repond 
à la valeur précédente de p. Partant l'intégrale complete est 


n 








Done on sait intégrer la proposée pour toutes les valeurs de p qui sont 
des nombres entiers. . 
4. L’integrale multiple (5) transformée en intégrale définie devient 


1 1 n 
(12 a - (r—af e- da, 
j [»— 3] 
k 
étant b"— — oo. Par différentiation on en tire 
1 : m 
(r) p—r—2 1.2...n - 
y= == e da, 
[p —r —2] ) 


en supposant p>r-+1, ce qui substitué dans la proposée, r étant 0, 
1, 2....n, lui donnera la forme 


ES 
aae 


1 i p—n—2 1.2...n 
[p — » — 1] ( = eer [n = 1] C à) i m a) rcs RES d cz; em 0 





k 


L'expression sous le signe d'intégration se réduisant à 


n . " 
aa. aao. 


an d (a ei. Qc as (a E D na a) esent. 
’ SR 2 P \ eye 
on n'a qu'à satisfaire a la condition: 
aa" 


e Ten (a E Oe ee = 0. 
k 





Maintenant il faut et il suffit, pour obtenir une identité, qu'on ait 
"= —wcep>n+|. 
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Donc l'intégrale définie (12) est une intégrale particulière de la proposée 
pour toutes les valeurs de p > n + 1, méme celles qui ne sont pas des nom- 
bres entiers. 

5. Ajoutons enfin qu'on peut dans l'exposition précédente changer 


partout BAUEN 


er] 


n n—1 
AX — G25 bum Fn tb An akt An, 


et parvenir aux mémes résultats. 





SUR LE MULTIPLICATEUR 
DES 


FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES DE PREMIER ORDRE 


PAR 


MARTIN KRAUSE 


à ROSTOCK. 


Si on pose: 


Na = (cd), xb (ac), ,7,, Tr 2(bo),,7, "E (db) 273, X (ab), (Tie Da eno) 
Se (cd), sl: (a6), ,7,, ts [2(bo),, a n], ax (db), 575; AR (ab), „(A Fra ES) 
Nr; = (cd), jT (ac), 71 + 2(bc),, To E» (db), z,, xls (ab), (Tia E Hare) 


N= (cd), as (ac), 57,1 = 2(be),,%, sb (db), 5729 T (ab), . (zi; mi eu 


Nr; 


1 ga, ex c P. UM m P 
C, EU 0,03, 5,7, C, =" C3 + Ag Tor zx bra 
D, Cm = 5755 D, = th + 437, len 


ou n désigne un degré de transformation complètement arbitraire, on aura: 



































ec — C; Dr om 2nC, D, Ps —= 7, D; 

Q Bela Se: 0 (Eee vs Su ENTM) 

Tir N Vg N MIT N 

Ir Y 2 ^Y A A 

in _ 20s | une. _MGD + 6,D,) Ti = y DAD, 

9n N° oT. N? ona N° 
! 37 ' 2u 

Sie ae ne CETT 2n0,D, ater „Ds 

9n, INS or, N° Or, N° 
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Il suit de là que le déterminant fonctionnel est: 














Cs 1 ec, 1 ec, 1 
er, n, 9n, 
> ! Zr , 8 8 
ia & 12 9c, er e (CD, — CD) gen. n’(C qs Cap y: 
ot Ore = LOL INS i 273 3752 d 
T3 rss Oss 
ot, Ti T2 
Si l'on pose ensuite: 
! . 
4, — a, =F d, 7j 2 Ti) À, = a, EIS (s T5 + A, Tao 
! 
B, = b, == b.c a b Te, B, — b, Eis b tn Ar b cs 


on a, d’après une remarque de Brioscut (Comptes rendus des séances de 
l'Académie des sciences t. 47, p. 311) 


re (A,B, Ga B,A,)(C, D, T C,D,) = n°. 
Il suit de là que le déterminant fonctionnel prend la valeur: 


(A,B, 7 BA) 


n> 


En maintenant les désignations que j'ai employées dans mon travail 
sur les équations qui donnent le multiplicateur des fonctions hyperellip- 
tiques de premier ordre (Mathematische Annalen T. 20), on a: / 


M(K,,K,, — K,,4,,) 
B= BA = Sa 
yen CEST (6116, Er) 


Par conséquent: 























ec er er 

CT CT 12 CT ag 
2 E 2 
90, Tı Ti 
ef z az VE OX wo 

(x) Ses, Od reno wart UE SR UR gr 
3 dr 3 Pee. 
MIT “Ya ot, "n (0,,0,, 0,0) 
hl , ^u 
Tin Tia Ta 
or er. er, 





Sur le multiplieateur des fonetions hyperelliptiques de premier ordre. 


Posons maintenant d'après ROSENHAIN: 



































2 2 21 702 ; 2 02 
it Jos + Do PER Io + Hos ines D» + Ion 
ga, c Uwe H TI. 
405 934 + D U34 + U5 
2 2 2202 2 2 
ke Eo dos Q Fie À Bee D . dos a Hire ‘ do 
Mr Dy 3? it 
9.05 34 «04 a U5» O54 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 
À Sr Hs «Doz + Vos p DR Dia + Vo: 9» p SE: His RICE Vo 
TS Te CRT AO dd (3. a, MRED NE 
Ja, 34+ 05 Da ED Das + Ve 5 
Alors on a: 
à, 2, A DA 
o(k*) 2 OTK OTi Ori Tip 
ee a aT 
eU 01 Urs 5 4 
oF, OW, , od, , 2, 
(4°) 2}? OTK Je 9c de OTE OTi 
ecu 9, 9,, ds 9. 
; oo, à, 1 99. 4 A 
Au?) an? OTE au OTe OTE A Cre 
8c 9, ! Do 9 a, 

















"ng 
DB (vio 





2 9*0, (v, v,) 
« a 1 2 11 
4Tt en; Lx | 43,2 | $5, (v), 
ii d ev; Jo 
Di Va [dal vs) 
"en. | mw ? 
13 z iU ss 
qu'on pose ensuite: 
ov), 9; (vi), i I55(Vi)o A (vj), = 
== d? LIUM ii? 
9 ÿ, D LA 


n. D 


2 


34 


Ys1(0)o 


85 


‘it 























286 Martin Krause. 
et qu'on définisse d'une maniere analogue les grandeurs a,,, 5,,, Ca» 
on aura: 
qp r AA) bacs (Qu) w 
rcu = > Uu + bi), Sero zzi bu + Gi), 95 axi Ca + a) 
a(t) P, ap) _ 2 (p p | 
85, =, + 55) n, E imc 2) n, m 12 + Ga) 
De là résulte l'équation: 
ak?) 2(2*) Kar) | 
Ot 8n, OT 01 Du Cu 
e(k?) e(4^) Xp”) des 232,2 
n, n, rs TAS Ewa, bis Cy 
ak?) — m) Op?) duo D Cor 
TT Ty OT, 






































Mais maintenant on a les équations: 

8 (vj, E $; (vj), n 8r) hh, i: sv; fh; 
DA a, 8; 8; a 5 
A) Xo 0 (0394 ~ Alo) 9. 
4 58, ER SO 
sv), 9; (v) Le 8 (v; d T Hs(vio Is 
dé ON 
ds(v)o m (vi) Mack lo 9; = ivi) Hs 
I, o. 8; 05 $; ds 
Bon), 2 9; E ido lo) % m. Bis(o)o His 
3, 4 Un ^ a; b, 


et des équations semblables pour les quantités: 


| 


9! (v, v, ] 
9v, 9v, B 
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N suit de la que le déterminant des quantités a prend la forme: 


2 g? 02.02 
2.035.034. 9 os 


7g 94 02 02 02 q2 
Fords D. 23:05 + 34 


19 (01)o%s (v3) — dh (Uo) os (2:)o} 


19 (v;)o D (05), — d3(05)o 85 (0:)o [85 (01)991 (09) — le) dr) 


ou encore: 


* 
— 27° KA pu. A AK K,, — K,,-K,,)’ 


puisqu'on a les équations: 


He, 1. (v,), zs 8: (v,), 15 (0, )o LS ^ Me) f). 9, 9,9, 
fis (v, ), 95 (0,), — $:(v,),95(0,), = 278,9, 053023 
(0, ), v.) — 4v), (v, » = — 19,5, 8,0, . 


Par conséquent: 




















AR’) 24) &w) 
Ben oot SE 
2 k*) AA? An” E , 9439 > 7 
(2) x > = a | Ze RN". Kj hA. 454 (KK, Ze HR) 
a) 2) (y) 
ran OTs» OT,» 





Si nous désignons les quantités transformées correspondant aux quantités 


k, A, p, K, 





ar €, l, m, C, on a d'une manière anlogue: 
; 05 , , B. 





= — tem ’ahmkm m; 4°(C,,C,, — C,,C,,)*. 
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Si done nous posons: 


UE 


ac’) 


T sa agn) 





2) 
Alu E 


nous obtiendrons la relation: 


(4) M' 


e) 


ME UL T 
SE ea? 
c.l .m 


2d (m^) 
NP) XP) 


AL?) Am?) 
aa?) aa) 


alt) Sm? 


Qu) Ka) 


2 Ju . hr Aura dur E : 


EC EC NC EE a 
26) mie Lemp Me 





SUR L'ÉQUATION 


d^ | ksnæenæ _ snedne _ cnadna|dy 
an D SS — n S| À 
! = sna dz 


‘dn x ena 


-| : (n, — vn, + v, + 1) + pum * (n, — y)n, + », + 1) 
= 


snm en’: 








-k? en? x 


"dez Cu —v)(n, + v 4- 1) +k’ sn® e+ v + 9», + »)(n — 1 — v, —», + 1) hy 
EQUATION OÙ », 4, >, DESIGNENT DES NOMBRES QUELCONQUES, 


^, n,, n,, n, DES NOMBRES ENTIERS POSITIFS OU NÉGATIFS, 
ET n UNE CONSTANTE ARBITRAIRE: 
DEUXIÈME MÉMOIRE 
PAR 


C* de SPARRE 


à LYON. 


VE 


Passons maintenant au cas de n, =”, — O, cas comprenant avec 
l'équation de Lame celle de M. Prcanp. 


Posons pour ce cas 


dn? a, = 2, k? sn a, en a, dna, = at. 
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Les équations (10) et (12) deviendront alors en les multipliant par 
une puissance convenable de X 


8 # . E 
Lu, = 0, 2X (1 — wu; = o, ati Z(G—7x) = 0, 





= "n 2 U; B Ci Lk? B (a; a Bee 5 
> -—o, De 0 N 3 W;-—O,....- DE E Un Où 
| en 5 


1 V v 


ici B — n n. 
En résolvant ces A — 1 équations linéaires et homogenes par rapport 


aux quantités # on aura 








I I ure I 











I I 
=: = sels <0 ele; Bine (0,0. ve 
V» Pur] 
I I 
5 SU 9 00 0 0 DU a Ce 
a» a3 
: 
a2, -— kk æ, — Kk | 
" 3 Yo 3209530235049 
ay a3 
" 
4 aynı? 7, an? 
ee TE) 
n n Zu LI MS ar u CLOS ML eae a 
ay! Ta! 
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(— ı) "u, 











Dc VE a Cad A ie adi 
1—ı, San, Tod. 
(I =)? ios (p= a)” (= ti) ess 





Mais on peut transformer ces équations de la manière suivante: 
Multiplions les dénominateurs de tous les rapports précédants par 


ps d 


nos équations pourront s'écrire 











u, [ di 
ap a qa : Un 
(i eyes! "xus aporte (1 — ag) x} 
(Iram ERI ced: dA 
quo am epi ed d 
p? ph 2 es Same 
@, — k^ 3 (v, — Ka, 2. FRS PE 
Se (a RE is 
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Mais je remarquerai que le déterminant qui figure au dénominateur 
de «, est égal au déterminant 





I I Van use EMI 
A D Ls br 

RA 2 2 2 
A, =| gs Ux, cues ONUS 
Dc "at voccs oM 


multiplié par un facteur constant. 

En effet si l'on développait les élements du 1* déterminant on verrait 
que l'un queleonque de ces élements est une fonction entiere de l'une des 
quantités @,, 4, ..... 4, de degré — 2 au plus, et que, dans une méme 
ligne on passe de l’element de la premiere colonne à celui de l'une quel- 
conque des autres en remplaçant x, par lune des quantités æ, ..... 2, 
les coefficients restant les mêmes. Chaque ligne du premier déterminant 
peut done étre formée par l'addition de plusieurs lignes du déterminant 
4, multipliées au préalable par des facteurs constants convenables. 

Le premier déterminant est done égal à J, multiplié par un facteur 
constant. Nos équations pourront done s'écrire 











; — Yu, 
un LI Spi — E ei m ZH = 
21 d, 25! Zl ad; 
ou 
i PS SS I I SEXO 
DI oe D Yi vo. 
Al, = RO a a ren aD on le 
Br. d COL nes 
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Mais si nous posons (comme à la page 124 du 1* mémoire) 





1 I FEAT 
5 Y. ee Kg 
d — n2 2 
=| © Ul ee: 
D ee eee. 
1 2 8 





er 


on aura (comme à la page 125 du 1° mémoire) 


ee ET mra, A Sa) eS 








de sorte que nos équations deviennent 





>. 
ay E, er - 
u, f'(æ,) t dH Gu) n at (x) nt af (23) ln 
n = m KC E n TE TE ny kare 
4d d x vy 


À désignant la valeur commune de ces expressions. 


En remplaçant #,, u ..., 4; par leurs valeurs ces équations 











2? 
deviennent 
; k? sna, ena, dn u f(x) kh’ sna, ena, dna, f(x) _ 

(5 ) m EA 2 ny Ten net, 

dy To 

__ Kk'snagenagdnagf(rs) — j 
a en A: 
vy 


Telles sont les équations qui doivent servir à déterminer les coeffi- 
cients de la fonction f(x) qui égalé à zéro admet ‘pour racines 
du nn, Mat cec UN d,. 
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Soit 


f(a) = a ax tra’ + NA Pas. 


On. a d'abord en vertu de la relation (13) 


h — (2n — 1) Y k* sn? a; — (n + n, +v+»)n + n, — y, — 9$) 
— kn + + vn — » — »,) 
et comme 


B u 
a, = — 2. dn^a, = — (n J- nj) + Y ken a 
1 


on en déduira 


(52) Od (o n)(n, — n + 1) — 6, FPE + kn y dx) — y — »,) 
> 70 2h — I 3 





En prenant pour h l'expression dont nous sommes partis on suppose 
implicitement n = o. 

Mais si » était nul la solution de l'équation se déduirait du cas que 
nous avons examiné précédemment où », =”, = n, =O en considérant 
comme inconnue «a; + K au lieu de a,. 


est done connu par la relation (52) en fonction des données du 


2 


do 


probleme. 
Elevons maintenant les équations (51) au carré elles pourront s’eerire 








Ste ee Se 
(53) ER h v.) Fa ER SEEN. *(@,) NEA 
x Xe 


— K* + (14+ Ki). — ap: : 
AA = ELLE EE, x) es 


wg 


Il résulte de la que l'équation 


a je? ne 2— x? P ^ 
kK?+(1 + k°)a Pa) — 2? =0 


2n1—1 
p 
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admet toutes les racines z,, æ,, ..... % de f(x) — o et que par suite 


a (Ped 2 , 
son numérateur est divisible par f(r) On aura done 


2 


G4) Er) — 2 = fo)he) 





f(x) étant une fonction de x dont le produit par 2" est une fonction 
entiere de degré A, car le premier membre de la relation (54) multiplié 
par rm egb de degré: 25. 

En prenant la dérivée de l'équation (54) on en déduit 








ur k’+ ki?) — x” 
(55) E (x) a 
a f(x) (2n, — 1)k* — 2(n, — us + k°)e + (zu, = ae Irt) 


= f(x) f(x) + fi(e) f(a). 


Mais f(x) étant premier avec f(x), puisque nous supposons toutes les 
racines de f(x) — o distinctes, il en résulte que f'(r) divisera le numéra- 
teur de fi(x) et que l'on aura par suite 


Ax + B 7 


(56) nor  . 


HA 





A et B étant des constantes. 
En effet le produit du second membre de la relation (55) par 2°", 


doit étre un polynome entier en x de degré 2f. 
Mais l'on a 
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EX 
I 
> 


(A da arn 


8 
FO (Bi 1a am. 
x 
Posons maintenant 
ne (rh a 
= E 


2n,—1 
Us 


$ py ELI ee ET 


ce qui peut s'écrire 


8 
— Zi a,(8 — i — 1)(2n — 2i — 1) 
+ 2( + k)(8 — a(n — ia — hk? (8 — à + 1)(2n — 2i + 1)a, 4] nc 


On aura done en divisant les deux membres de l'équation (55) par 
f(x) et en en prenant ensuite la dérivée 


fila) = (de + BLO + AID 











(Az + B) pt 


T zu 





ce qui peut s'écrire 


A 
em 
fir) = > [Aa,(2n — 2i — 1) + 2Ba,_,(n — ?)]a" TT 
et comme d'autre part on aura aussi 
8 
Hl) — Le — n, — i)[— «(f — i — 1)(2n — 2i — 1) 


+ 2(1 + à)(8— i)» — dass — KB — à + 1)(2n — 2i + 1) Ja 7 
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on aura en égalant les coefficients des puissances semblables de 7 


(n — n, — i)[— «(f — à — 1)(2n — 2i — 1) + 2(1 + KB — ))(n— à a 
— k?(g —i-- 1)(2n — 2i+ 1)a, 5] = Aa (2n — 2i — 1) + 2Ba; (n — i); 


en faisant d'abord i = — r et ensuite i — o et remarquant que l'on doit 
prendre 


on obtiendra 


B = (2n — 1)a, + (n. — n)f(x + &'7?) 
et notre équation deviendra par suite 


(57) (an — 2i — 1) (2n — ii + 1)a; — 2(n — 2?) [(2£ — 1)a, 
+ i(2n — i)(1. + &?)]a; — K" (8 — à + Y)(2n — 2i + 1)(n — n, —i)a 2 = 0, 


" d'ou l'on tire 





z men aim ES 
(58) Don, I)(2n — 2)(2 + I) zin en 
(B —i + 1)(2n — 27 + 1)(n — n, — 4) 1,2 


a (2n — 2i — 1)(2n — it) + 1) y 





Toutefois cette formule donne lieu à une remarque lorsque a, > n. 
En faisant en effet i — 2» dans la relation (58) elle tombe en défaut 
et la relation (57) devient en la divisant par (25 — 1) 


2 
258,03, 5 —— E au A nen, + qm) e 
C'est une relation entre les quantités déjà connues o, , et a,» qui devra 


par suite se réduire à une identité. 
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Si l'on fait ensuite dans la formule (57) i — 2n +1, 2n+2.....f 


on aura en remarquant que 4; — 0, ?, — » équations linéaires par rapport 


1 
aux », — » quantités Gyn, onyy see. X5 4, qui permettront de les calculer. 
On peut d'ailleurs faire ce calcul de la maniere suivante. 
Caleulons au moyen de la formule (58) ou l'on donne à i les valeurs 


an A Tuy ver oe al 
Ayn419 Rant2 eee Lg 


en fonction de a, et de a,,, les expressions que l'on obtiendra pour ces 
quantités étant toutes linéaires par rapport.à 4,,, en substituant les valeurs 
obtenues pour a; , et a; , dans la relation 


(59) [(2n — I) a, a Pin, Ta n)(1 xs ke) Jog ETT k'"(2n, "x 1)85 = 


que lon obtient en faisant à — f dans l'équation (57), on en déduira la 
valeur de 4,,, la relation (59) étant, d'après ce qui a été dit, linéaire par 
rapport à cette quantité. 

En particulier pour n =” + 1, ce qui correspond au cas de l'équa- 
tion de M. Picarn, la relation (59) donnera de suite a, qui est ici 43 ,. 

On peut remarquer, de plus, que l'on pourrait sans nuire à la 
généralité supposer n>n,. Il suffirait pour cela dans le cas de n, > 
de considérer comme inconnue dn? (a, + K) au lieu de dn*«,, on retomberait 
alors sur les équations dont nous sommes partis, mais où n, serait remplacé 
par n et réciproquement. 

L'équation f(x) = o admet pour racines dn'a,, dn'a,, ..... dn*a; 
mais le signe de l’une de ces quantités étant choisi arbitrairement, celui 
de toutes les autres s'en déduit, la concordance des signes se concluant 
des formules (51) 





i Sid, C0 GONE, n k anu, eua, dn a, e 
ree steve om mS TOME 


dn” a, dn a, 


k? sn a; en a; dna; 
elm —— fn aee As 
n 
dn^" a; 








L'intégrale sera ensuite donnée par la formule (14) ou l'on fait 


5», =n, = O; elle sera per suite 


—— ——— 


— 


Sur une équation différentielle linéaire du second ordre. 








Zn pare) ie 
du’ x en” x sn x | A HEURE = 2) D à ne a9) 63 
6: (2)0 (x) 
ue BAC + a,)H(x = a) sere Hw + ag) a 
0,'()0 (x) 


où l'on a. par les formules (9) 





tw 
2 
| 

[^ 


ELL 
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Nous allons maintenant mettre cette intégrale sous la méme forme 


que pour le eas examiné en premier lieu. 
Eerivons d'abord Vintégrale de la manière suivante: 








(a — LA ) dt: Ha — ag Sr 
dn" x en" xsn®x | À N E ! as), : 
| e) 
m pHEe coa) H(» + a) x. Hw + ag) 3° 
ae) 


et remarquons que la fonction doublement périodique de deuxième espèce 


qui admet les multiplicateurs 


e 
iK'C4 XT 
(— 1f/e** et e 1 
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peut se mettre sous la forme suivante: 


z(B4-Di 
7 4m LT 





lo) ee Hw — as) x +o) Ox) e marie z+ 5 = 
8 * (y) Hw + w) 


Mais si l'on prend 
B 
de Ya, + (B + ik 


le 1” facteur sera une fonction doublement périodique de x aux périodes 
2K et 2iK' et nous allons nous proposer de calculer, comme dans le cas 


ana : : ER: C 5 
précédent, les coefficients de cette fonction, ainsi que « et — en fonction 


des coefficients de f(x). 
La fonetion doublement périodique en question pourra se mettre 
sous la forme suivante (7) J 


Ac (dn? x) — K* sn x en x dn x d (dn? x) 


où c(r) est un polynome entier en x de degré m, f étant égal à 2m ou 

à 2m — 1 et d(x) un polynome de degré m — 1 si A = 2m et de degré 

m — 2 si f — 2m — 1, c'est a dire dans tous les cas de degré S— m — 1. 
Cette fonction devant étre nulle pour z =a, on a 


Ag (dn* aj) — k’ sn a, en a, dn a, (dn? a) — o. 
On tirera par suite de cette équation et des relations (51) 


Ac (dn* Qj. À dn?" a; 
d(dn*a) ^ f'(dn'a) 





k? gn a, en a, dn a, = 


et par suite en prenant 4 — A 


dn" a,¢ (dn* a,) = e (dn* aj)f' (dn? aj) 


(') Voir Cours de caleul différentiel et intégral de Lacroix tome 2, Note de 
M. Hermite, 
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et cette relation devant avoir lieu pour toute valeur de dn’ 4, qui annule 
f(r) on devra prendre 


dr?^ zd (dn? x) = e (dn’ z)f' (dn? x) — f (dn? x)0 (dn? x) 
ou en remplaçant dn’ a par x 
(61) sli) = ELF) — Halfte) 


A(x) étant un polynome entier en x. de degré m — 1. 

On voit facilement, comme dans le cas précédant, que lon peut 
toujours déterminer les coefficients de c(r) 6(r) et &(r) au moyen de 
l'équation (61). 

Il suffit de remarquer que les coefficients des divers puissances de 
æ dans les deux membres de (61) sont linéaires et homogènes par rapport 
aux coefficients de c(r) 60(v).et g(x) et comme le second membre est 
dans tous les cas de degré 3+ m — ı en égalant les coefficients des 
mémes puissances de x dans les deux membres, cela fera Bom équations, 
qui étant linéaires et homogènes par rapport aux # + m + 1 coefficients 
inconnus permettront de les calculer à un facteur pres. On peut opérer 
de la maniere suivante. 

On obtiendra d'abord les coefficients de #(x) et c(r) en égalant a 
zéro, dans le second membre les coefficients des puissances de wv inférieures: 
à n, et supérieures à *, +ß — m — 1 ce qui fera 2m équations linéaires 
et homogénes par rapport aux 2m + 1 coefficients de g(x) et 6(»), ne 
contenant pas les coefficients de d(x). On obtiendra ensuite les coefficients 
des (x) en fonction de ceux de A(x) et g(r), qui sont maintenant connus, 
en egalant dans les deux membres de la relation (61) les coefficients des 
puissances de x supérieures à », — I et inférieures an, + ff — m ce qui 
donnera bien A — m équations. 

Posons comme dans le cas précédant 


g(a) = A, + Aut 48” 4 =..:.4-4,0" 
Bla) — Beet Bia Borsa cp Bu 100 


O(c) = Ri + Ret Bere HR atem 
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Nos 2m premieres équations pourront sécrire comme il suit 


Aa — Ba; = 10 


- 


24,05; + A, dp!» ER DUIS = Ba;_ı — iO 


+ 


(f, équations), «^. an 1 CS Mer COR CCR 


nA ER as en IB 


0 7P—n, 


uw Ba sees s —— Oo 


ur An-ı(ß us N, — 2m zh 2)055: neh 
+ A,,(2 + n,— 2m + Tom aa — +++ 





(2m — n, équations) o — Da sanus — Bn-1%m-nt3 = © 


PAm LT BE =. 9 


On tirera de là (comme nous l'avons fait dans le cas examiné 
précédemment de », = n, — n, = 0) les coefficients de 6(x) et e(x). 
Ces coefficients étant connus on aura ensuite pour les coefficients 


de d(x) 


i=m i=m—] 
Ii, <= Dim, —- Sc i + TA ey ri 7. > Dh. ses 


en convenant toujours de prendre a, — o pour i<—1oui>f—1. 
Ayant ainsi déterminé ç(x), 9(x) et d(x) nous aurons par un choix 
convenable de la constante A 


(62) Ag (dn* x) — k° sn x en x dn xd (dn? x) 


CEBIT 
CS 





« H(x — a)H(v — a) ..... Hw — a;)H(x + o) 
9^* (a) , 








car le 1% membre qui admet les zeros a,, 4, ..... a, admettra aussi 
puisqu'il est doublement périodique aux périodes 2K et 2k" le zéro 
Li 
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st ^ 
susce. (BH a" |, 


puisque la somme de ses infinis (3 + 1)iK’ ne doit, en vertu du théorème 
de M. LrovvirLE, différer de celle des zéro que par des multiples des 
périodes 2K et 21K’. 








En changeant « en — x on aura ensuite 
(63) dg (dn? x) + k* sn x en x dn x (dn* x) 
met Ty ; 
u et 14e x H(z-ra)H(e-ra) ..... H(x + ag)H(e — e) 
x 9** (y) 


On en déduit d'abord en faisant le produit des relations (62) et (63) 


dg? (dn? x) — k* sn? x cn? x. dn? ad? (dn? x) = S (dn? x — dn’ w)f (dn? x) 


/ 


S désignant une constante, ou en remplaçant dn? par xz 


Lex) — [— ka + (1 + Ka? — a?) = S(r — dn? w)f(x); 


en égalant d'abord dans les deux membres le coefficient de x et le terme 
constant on aura 


VA? = — Sdn'oa;. 
0 B—1 


| 2224, A, HR = S(a,_, — dn? wa, ,). 





(64) 


Egalant ensuite dans les deux membres les coefficients des puissances 
(B + 1) de x 


1° si f = 2m on aura 
(65) Jiu x S 
et par suite pour ce cas les équations (64) et (65) donnent 


A? n ge Rede — ek 
(66) dn? © = — —— et Wen; 


F = ; PT. , 
Ian 43—1 A, 24,05 — A,03_2 
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2° gl f = 2m — 1 on aura 
(67) PAS 


et pour ce cas on déduira des équations (64) et (67) 





| Da kh? H3a54 
(68) dn! © = — = et À — P -— o — a 
Am ap Ana + Anajga — 24,4,05—1 


Les formules (66) et (68) donnent dans tous les cas les valeurs de 
A et © au signe prés On obtiendra ensuite la concordance des signes 
entre À et w en remarquant qu'en vertu de la relation (63) 


he (dn* x) + k* sn x en x dn æ d (dn? v) 


est nul pour x = ©. 
On a donc 


(dn? o) 


A= — k?sn © en © dn c '——— 
c (dn* o) 


relation qui, le signe de @ étant pris arbitrairement, donnera celui de A. 
: 2 i ; 
Il faut maintenant obtenir ; en fonction de ow. 


On a par les formules (9) 





Si dans la relation (62) on change maintenant «en a + K + iK" 


elle devient 
dg [du? (x + K + iK] 
— k*sn (x + K + ik’) en (x + K+ ik’) dn (x + K+ ik’) o [dn (x + K+iK)] 


— "m TE » A(x Eu a4) 0, (x ED a,) OBES d 6, (x "ER a3) 9, (w Bi: e) 





et en prenant la dérivée logarithmique de cette expression et y faisant 


ensuite 7 — o 
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H 


KR, a(8+ 1 o Y G (a) , 6',(w) 














AA, 2K — 9(a) 6, (c) 
d'ou 
C __r(8+ 1h. 80) as k?R, 
2 2K: O(a) A49 3 


On aura done enfin pour l'intégrale cherchée 


An’ "2 cn” z sn x | Ae (dn? x) — k? sn z en x dn 2 (dn°x)] 








" | 84 (w) = 
0 (a) | Fo) ar 24 2 


x H(w + 0) 








| None Baked), Eta | 
+ Bldg (dn? x) + k? sn x en x dn xd (dn* 2)] 80) Lao * zi | : 


H(a — o) 


toutes les quantités qui figurent dans cette intögrale se caleulant comme 
nous lavons dit en fonction des données n, m,, v, »,, v, et 7. 
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AR 


Revenons maintenant au cas général où ;»»,, »,, n, sont tous quatres 
différents de zéro, et posons 


Bsa, —— m Std CD! d; en dr — ee 


Les équations (10) et (12) deviendront 














\ 
3 8 
Bu; : Ui Uj 
Yi-6 =0, Yo 
c I — @; I — ka; 
1 1 1 
B B 8 
i e ©; DX Uum IO ea nc DUO Io 
1 1 1 
B al a B (1 — ej)w; & B (1 — au; 
= k?x,)? ecu (= ky)? a : - (1 — Fr} re 
LA 
Uj MM B (1 — ka) Ex Y: (1 — ki 2 À 
1 (1 -- vj) 1 (1 EL )' AU ja (1 OK wi)": 
B Dr B 8 Uj 
Ya=% 9-9 6e Y xo 
Vi V 3 
1 1 APS 


En résolvant ces jj — 1 équations par rapport aux f? quantités w,, ce 
qui est possible puisqu'elles sont homogénes par rapport à ces quantités 


on aura 


Sur une équation différentielle linéaire du second ordre. 


t, 

I : 
Y : 
at? 

WLS TU C FE: One 

I 

REI 0:95 o.c 
NE 
I 


na 





Lo 


Mais on peut transformer ces 


(1 — Baa)? 


I— ka, 


I — &g 


(1 —= k°æp)" 


. . 


(1 — aya 


2 


(1 — 25)” 
I — kx 5 


(I — ze)" 


(re ae? 


(1 — X)" 








ng 
e B 


une forme beaucoup plus simple. 
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équations de facon à les mettre sous 
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Multiplions d'abord les dénominateurs de tous les rapports précédants 


par (1 — Par — Ea s.s. Qm Pag as) — at. 
(LEIDEN. 
+ 7 = + 


Nos rapports prendront la forme suivante 


u, 

rare ae | (oe) 0j 0 NN 
(1 Me my ym ne ote 
(1 — ka)" (1 — 2, ja. 
(1.— Wm ee (ales age s 
(RAT quels. 
(1 — k*g,y^-*(y — gy)" ap ius 





(1 —w NIE ee CRE 
(1 = Kap (atm acp oc RU 
(ra (= me ee 
( 


D— kit (ı a) an 


(TE, ee Tour 
(a — hri — mau ee 
(1 — y ^(-—.)u uu. 











tA 
Sur une équation différentielle linéaire du second ordre. 


Mais nous remarquerons que le déterminant 


(1 E. kiz,y"(1 — 25) 02: 
(1 = kix eam an: AN gni 


m Km y nat"? 
er 
(x — Ez, om q.i 
(no puyutr— x, Pett oy 


(1 cU DEN. "3 

2 wa 
| SZ 2 m == n. ly py 
(1 D d — gre tas 
(1 ERU [og Sua C 9.) 9 


(1 Æ 5 Kata 


„je — 2)" 
NT 


quc 


(1 — Kx 


he) — me) 


DO 00.0 


Do ete 


O cnn) cet 


ele e| a) "e 


4) mele de 


a) alle era 


Gr — ae 


ur Ka)" (1 — 2; RES 


(1 — k°x;)" (1 — %3)" QUE ee 


(1 — kx)" "(1 — vj)^cg 
(1 ul — a) a5 


(1 — [E c (ln ang) las 


(eS Ge)” HR 

(1 — k’r,)" (1 — Dar a 
(1 bas k? x 5) V ps)" rage 
(1 —- VEA (1 — gy qu 


B 


(1 LE k?x ee ci 


„Na—1 


— G5) ^ 05 


(1 — Rag (1 — aga 


(1 — k'zj^(1 
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est égal au déterminant 


I IM arene I 
A ee Be ar Ls 
Mt? Xs UP ES Sire x 
LE 3 3 3 
405, Gata v; 
B—2 J—2 4—2 
| D DES aet ctu vy 





multiplié par un facteur. constant. 

En effet si l'on développait chaque élément du premier déterminant, 
on verrait que ces éléments sont des fonctions entieres de l'une des quan- 
..... @ de degré 8 — 2 au plus, et que, dans une méme 


tités ZX, 4,; 


ligne on passe de l'élément de la 1i** colonne à celui de l'une quelconque 


par lune. des quantités z,, $1, us 


des autres en remplaçant «, ; 
les coefficients restant les mémes. Chaque ligne du premier déterminant 
peut donc étre formée par l'addition de plusieurs lignes du déterminant 


J, multipliées au préalable par des facteurs constants convenablement 


choisis. Il résulte de là que le premier déterminant est égal à 4, 


multiplié par un facteur constant. 
Ce que nous venons de dire pour le dénominateur de x, s'appliquant 
à celui de l'une quelconque des quantités 4 on aura pour nos équations 








U, = U, 
Ns EV 2, Vu En Nyy 2, Vu LR 
a — 2) (1 ka)" 4, 2, (1 —a,) (a — kv.) ‘4, 
il 
(— 1) u 
(1 — a) (1 — kr)" A, 
ou 
I [M I Le oe ERE I 
vy D ES ETE Re E Us 
4 _ 2 2 2 2 a2 
i vy vy pay VENEN SO vy 
5—2 —2 BL 2 8—2 
vi Do (^ eats s Vi 1 MI. Sees U3 








Éd mms u tmess te 


Sur une équation différentielle linéaire du second ordre. 


ex 


Mais si l'on pose comme précédemment: 


fla) = (x —e)s—2) no... (r—a)- 


I be 123 I 

di qaem 25 

4=| a? Qr vale, tp x; 
wll wh! X$—1 

ae e E 25 


on en deduira au moyen du théoréme de VANDERMONDE 


oll 


Bie TARA) — EL" HN D'ART 


m= Apt (ae) 


dé sorte que nos équations deviendront 


uF (@,) — wu, f (®,) 
aa) Re xr) — En) 


ui f (uo) ^ À 


(1 — a) (1 — Ew) 


en désignant par À la valeur commune de ces rapports. 
tions peuvent s'écrire 








is Bis NE 
6 f (sn’ a,) f (sn? a,) 
on 2n,—1 2n,—1 = 2m—1 2n,—1 2n,— 
(69) Sn aras Chi adn 158; ni sahen cya az dni 
f (n* a) 
= . 2n4—1 2n,—1 2n,—1 — + eo = Ae 
sn a; en a; dn a; 


en les élévant au carré on pourra les écrire 


Jn.) US Jn) 


agi E ge)" Y NS ky ze ae" "(1 Nr zy t Ey khe y LE 
Jas) 


eee gil am a? (1 m AR 1 


= pot. 


Mais ces équa- 
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I] résulte de cette derniere relation que l'équation 


fa) ou sn 


nad (1 nA gy (1 D a 





(70) 


admet toutes les racines de l'équation f(x) = o. 

Cette remarque nous servira comme dans les cas précédants à calculer 
les coefficients de f(x). 

Soit toujours 


f(x) = wu ari e + as st + a 


c’est à dire 
5 9 " 
f(x) = ba Gus 
2 ; 


on aura d'abord en vertu de la 1°° des relations (13) 


B 


do Van a; 
1 


+, b mn), +, — 8 — 1) + E d y, d uy€) 9 v —n—m)—h 
(2n — 1)k* j 











On pourrait en partant de la relation (70) opérer comme nous l'avons 
fait dans les cas précédants, mais la relation entre les coefficients « serait 
beaucoup plus compliquée car elle comprendrait cinq coefficients consécu- 
tifs. Nous procéderons par suite d'une façon un peu différente. 

L'équation (70) admettant toutes les racines de f(x) — o, il en sera 
de méme de l'équation suivante: 


f(a) ses dx (x he ay" ne kg)" TO 


et comme le premier membre de cette derniére équation est entier, on 
aura en désignant par f,(r) une fonction entière de x de degré f — 2 


(7 1) f *(a) — Au ma REA ut e na Kaye a f(v)f, (x). 


aa en 
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Prenons la dérivée de cette équation nous aurons 
2f'(z)f(x) — A (2n, — 1 — 2[n, + n, — 1 + Kn, + m, — ı)]e 
+ (2n, + 2n, + 2n, — 3) "x ya? (x — vy 1 — kin)? 
í = F@)A@) + far); 


eliminons 2° entre cette équation et la précédante nous pourrons écrire 
le résultat de la manière suivante: 


f») [2e(1 — 2) — x) f"(w) — (2m, — 1 — 2[n, +m, — 1 + (n, +, — 1) 
+ (an, + 2n, + 2n, — s)'z MG) — s — 2) — fi] 
= He — 3) — bef (@) — (2n, — 1 — 200, E n, — 1 4 In, +0, — 1) 
+ (en, + 2n, + 2n, — a)k*zM (x); 


mais f(x) étant premier avec f'(r) puisque toutes les racines de f(x) = o 
sont distinctes on devra avoir 


a(t — zy(1 — k'x)fir) — (2n, — 1 — 2[n, + n, — 1 + Fn, + n, — 1)]e 
+ (zn, + 2n, + 2n, — 3)& x^ M (m) = (Ax + B)f (x) 





A et B étant des constantes puisque le premier membre est de degré f 
et quil doit en étre de méme du second. 
On en déduit ensuite 


2a(1 — a)(1 — k*?x)f" (x) — (2n, — 1 — 2[n, +n, — 1 + K'(n, +”, — 1)]« 
+ (2n, + 2n, + 2n, — 3)&^ z^ (x) — «(x — a)(1 — K^z)f (a) = (Ax + B)f(a). 
Soit 
fx) = > pi 


en convenant toujours, dans ce qui suivra, que jj — O pour i<o ou 
te 6 2 
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On trouvera d'abord en égalant entre eux les premiers coefficients 


de x dans les deux relations précédantes 
A = — k'B(B — 2n — 1) 
B= — B[(n — n,)(1 + k^?) + (n, — nj)&^] — K'a, (2n — 1). 


Ensuite en égalant dans les deux membres de la 1°" relation les coeffi- 
cients de z^ ^' et remplaçant A et B par leurs valeurs on a 


(8 — 2n, wu + [(n, — n + a(t + #7) + (n, — n Jk?) p, 
— KB — 2n + ipuss + K'B(B — 2n — 1)(B —i— 1)a, 








Puis égalant dans les deux membres de la 2** relation les coefficients 


de z^ et remplaçant A et B par leurs valeurs on a 


| ka AB — 2i — 2) — (i+ 1)(2n — 2i — 1)] + « a C— (B — 2i)(1 + E) 
+ 2i[n + à, —i+ K(n + n, —i)] + (2n — 1)k’a, 
| + a, s (ff — i 1)(28 — 2i—— 2n, + 1) — pi a d- (1 + php — 0. 


En éliminant ensuite p,,, entre ces deux relations on en déduit 


(73) 


2(n, + n,)p; — 2(n, + nk?) py, — Ki + 1)(2n — 2i — 1)(2n — dja, 
+ 2((2n -— 1)(n — i)k?a, + B(B — 2i)(n, + n,k°) 


(74) 
1 + i(2n — a[(n — (1 + E") + n, + nk?) Sa, 
— (B — 2n + i(8 —i+ 1)(28 — 2n, — 214+ 1)a; , — 0. 
Cette équation lorsqu'on y suppose n = m, = m, = o (et par suite 


f =n) donne l'équation (23) de la page 128. 
On calculera ensuite les coefficients « et w de la manière suivante. 
En faisant d'abord i = — 1 et i — o l'une des équations (72) ou (73) 
donnera y, et y. Cela fait en faisant à — 1 dans (74) on aura a. 
étant connu la formule (73), par exemple, donnera en v faisant j — 1 


ay 


+ {B[(m — n,)(1 +k) + (n, —n,)&?] + kan — 1)e 8 — iaa = 0. 
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[4 , on obtiendra ensuite «, au moyen de la formule (74) ou l'on fera 
i = 2, et ainsi de suite. 

D’ung facon générale si l'on connait a,, a,, ..... a, et pu, fy eee in 
la formule (73) donnera p,,, en y faisant à — s et (4,, étant connu la 
formule (74) donnera 4,,, en y faisant i — s + 1. 

Nous obtiendrons done de la sorte tous les coefficients y et a. 

Il y a toutefois lieu de faire une remarque pour le cas ou 
B> 2n + 1, car en faisant à — 2n on n’obtiendra pas la valeur de a,, 
et en donnant à i cette valeur dans (74) cette relation, qui a lieu entre 
des quantités déjà connues, devra se reduire à une identité. 

On opérera dans ce cas de la maniere suivante. 

Ornealeulera? les coefficients a) vo, Vates diu etui. T so Ar 
en fonction de 4, au moyen des équations (73) et (74) comme nous 
l'avons indiqué. On calculera ensuite les coefficients 2,41, 25,45, se... Gan 
Gh TIE EO UO eee fs, en fonction de a, et a, au moyen des mêmes 
équations ou l'on donne à à les valeurs 2n, 2n + 1, ..... f — 1 dans 
Gare 2x -E Ly <a ox f — 1 dans (74). Les expressions que l'on obtiendra 
ainsi seront toutes linéaires par rapport à a,., En faisant ensuite à = A 
dans (73) ou (74) on obtient la relation 


| as a (0 — n,)(1 + k?) + (n, — n)k"] + (an — 1)k7a,} 
(75) | 


— (2n, — 1)a; , = O 


et aq, , et a; , étant linéaires par rapport à e, cette relation fera con- 


naitre cette derniére quantité. 
1 : : ee 2 2 2 2 

L'équation qui admet pour racines sn°a,, sn' a, ..... sn a, étant 

ainsi connue, la concordance des signes entre les quantités a, ,@,,..... a 


sera fournie par les relations (69) 


f (sn* a,) ok boas f (sn? aj) ; ) 
— E — ee. = 7 T Re e pe 
Deco Ban Sie m CH o. "e Gla qs 








2n3—1 n. 


2n 
sn a, cn 


qui lorsque le signe de a, aura été choisi arbitrairement fera connaitre 
celui de toutes les autres quantités. 
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L’integrale générale sera donnée ensuite par la formule (14) 


3 à c e 
i (a) H™(2) 6! (2) 8") 
+ p Me + a)He +0). He + en m 
Ha) Ha) (x) (c) 


MAG 5 , 
ou — est donné par les formules (9) 


Cx Y 8 (a) O(a) N^ Hu) v H'(aj) 
T 0, (ai) a : H (ai) x mu H(a,) | 














1 


IX. 


Nous allons maintenant mettre le résultat sous la méme forme que 
dans les deux cas particuliers que nous avons déjà examinés. 
Pour cela nous écrirons d'abord Vintégrale de la maniere suivante. 


CES 
(76) dans zen’ "2x sn” "x |^ Hw — a)H(e — a) ..... He = ag) e 
9 (a) à 
4-5 H(x + a)H& + a,) ..... Ha + a) „3° 
0%) 


et nous remarquerons que la fonction doublement périodique de 2% espèce 
0 
Cc 
H(æ — u,)H(a@—a,)..... Hr — «,) A 
He) 
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qui admet les multiplicateurs 








: ; 
pss" ik’ cl FEX 
(— 1ye*^ et e ; 
peut se mettre sous la forme suivante . 
cm H(x —a,)..... He —a;)H(x +o) Ox) oa a FT - 
9^ * (y) H(z + c) 
Mais si l'on prend 
© = Xa, + (B + 1)i& 
le premier facteur 
z(ß i 
E Hera)... Hw — a3) H(» + o) 


r2 2 





(x) 


sera une fonction doublement périodique ordinaire de x. 
Cette fonction doublement périodique d'ordre (+ 1) peut se mettre 
sous la forme 


(77) Ag (sn? à) — sn zen x dn x (sn? 2) 


(voir traité de Lacrorx note de M. HzmurrE) ç(x) étant un polynome 


entier en z de degré m, si f est égal à 2m ou à 2m — 1, ct d(x) un 

polynome entier en x de degré m — 1, si 8 = 2m et de degré m — 2, 

si f = 2m — 1 (d(x) est done dans tous les cas de degré f — m — 1). 
Cette fonction devant être nulle pour x = a, on aura 


Ac (sn*a;) — sna, ena, dna;d (sn*aj) = o 
d'ou 
Ac (sn*aj) 


sno,cna,dna, — — — —-. 
d'(sn*a;) 


Mais on a aussi en vertu des relations (69) 


B 2n. 2n, Qn 
Asn "a; en ^a; dn ” 


J (sna) 


a; 





sna, ena, dna, = 
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et par suite en prenant A, qui est arbitraire, egal à A on aura 


X 


sn”, en**a, dn?^a;d (sn*aj) = e (sn*aj)f' (sn*aj) 


et cette relation devant avoir lieu pour toutes les valeurs de su’a qui 
annulent f(r) on est conduit à poser 


sna cn**z dn*^z d (sn*z) = ç(sn°x)f'(sn°x) — f(sn?a) 6(sn*z) 


0(x) étant une fonction entiere de x de degré m — 1. 
Si nous remplacons maintenant sn*z par æ cette relation deviendra 


(78) s". — BJ — Erd(») = Elfe) — fif). 


0 (x) — Db, + Bia + EI + Bar 
e (a) = R, 4 Rx + UTR. + RR EE: 


On va voir qu'on peut toujours déterminer au moyen de la relation 
(78) les coefficients de ¢(x), A(x) et d(x). 

En effet les quantités AA, ..... DB,B, RUE, 2.2 nen 
toutes linéairement dans les cocfficients de x dans les deux membres de 
(78). En égalant done, dans les deux membres de cette relation les 
coefficients des mémes puissances de x, on aura (puisque le second 
membre est dans tous les cas de degré m + $— ı et le premier d'un 
degré au plus égal) m + 3 équations qui permettront de déterminer 
à un facteur constant prés, les m + f + 1 coefficients de e(r), A(x) et 
d(r) puisque ces équations sont linéaires et homogènes par rapport à ces 
quantités. 

Parmi ces m + f équations, on en obtiendra d'abord », en égalant 
à zéro dans le second membre de (78) les coefficients des puissances de 
x inférieures à n,, et ensuite 2m + » — f$ en égalant à zéro, dans le 
méme second membre les coefficients des puissances de x supérieures à 
28 — m — n — I, nous aurons de la sorte 2m — », — n, équations qui 
ne contiendront pas les coefficients À de dr). 
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Les coefficients des fonctions eg, # et d étant ainsi déterminés, nous 
aurons avec un choix convenable de la constante A 











| dg (sn?) — snx ena dnz d (sn?x) 
(79) en eras z H(z — a,)H(x — a4) ..... Hw — a;)H(x + ®) 
LA = 
‘ 
car le premier membre qui admet les zéros a,, @,, ..... a; admettra 


aussi en vertu du théorème de M. Lrouvizze le zéro 


B 
— © — a + (B + yi | 
puisqu'il est doublement périodique aux périodes 2A et 2iK’ et que la 
somme de ces infinis (f + 1)i K*. | 


En changeant x en — x on aura ensuite 


Ac (sn*x) + sna enz du vd (sn*z) 





(8o) 


z($--1)i 


200 one HE ees Ha + ag)H(e — e) 
ey 2, | 
: g^ * (y) 











On en déduit d'abord en faisant le produit des deux équations (79) 
et (80), et désignant par S une constante 


Me? (sn?x) — sn°x en°x dn?z d? (sn?*z) = S(sn?z — sn* c)f(sn'z) 
et en remplaçant sn°?x par x cette relation deviendra 
(81) Lex) — a(t — z)(1 — k*z)g'(z) = S(x — sn*o) f(a). 


En égalant d'abord dans les deux membres de cette relation les 
coefficients de x et les termes constants on aura 


2 42 a 2 
| VA, = — Im’wa; 1 


(82) | 


221A, A, — R$ = S(a; , — sn'oa; 5). 
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Egalant ensuite. dans les deux membres de (81) les coefficients des 
puissances (8 + 1) de x, - po EU 


o 


1° si fj = 2m on aura 
(83) — KR, = 8 
et les équations (82) et (83) donneront 

. 


, 








(84) Su exse et A? = an 
2° si f = 2m — 1 on aura 
(85) d | vA, = S zs 
et des équations (82) et (85) on déduit pour ce cas 
2 252 
(86) sn’o = — et = FUE en. 


Les formules (84) et (86) permettront done d'obtenir dans tous les 
cas les valeurs de À et © au signe prés. z 

On obtiendra ensuite la concordance des signes entre À et c en 
remarquant que l'équation (79) nous fait voir que 


"— = 
2 2 
dg (sn? x) — snz enx dna d (sn*x) 
est nul pour = — e. 
On doit done avoir 
sn © eno dneod(sn*o) - 
(87) A= — uU NR ) 





€ (sn*o) 


ë : : " ©: KA 
Il nous reste maintenant à obtenir l'expression de — en fonction des 
1 B 2 


coefficients connus et de e. 
Or on a par l'une des formules (9) 








. mr . ONU AO \ oc 
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et si l'on prend la dérivée logarithmique de la relation (79) et qu'on 


y fasse ensuite æ — © on aura 


B 








go) _ Pt x SH) , He), 
xe amo) s 2k — da) Ho) ? 
on en déduit par suite j 


C zB 1jù  H'(o) T, 
2 2K Ho) ' AA. 











Done l'intégrale cherchée prendra en définitive la forme 


dn’ a en^7":z sn" | A[Ag (sn?) — sna enz dnæd(sn°x)] 








E Zw) Ro 
A(z) | EU = a 


X H(x + o) 





E H'(o) | Ro à 
-+ B[Ag (sn*») + snx ene dna (sn*2)] m —€ E “i 


© — &) 


toutes les quantités qui figurent dans cette intégrale se calculant, comme 
nous l'avons indiqué, en fonctions des données 9" M; Mj, $., V, Vis 


ve euch. 


Chateau de Valliére, 11 Juin 1883. 
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UEBER GEWISSE DURCH DIE GAMMAFUNCTION 
AUSDRÜCKBARE 
UNENDLICHE PRODUCTE. 
Aus einem Brief an Herrn G. Mittag-Leffler 


HJALMAR MELLIN 


in HELSINGFORS. 


Die Gleichung 


oo 


I'(z) | i ue zx 
TG — pi) Ne Pat)" Tg pvt) 1 @+ n) 


n=0 








welche in meinem in Acta Mathematica Band 3 Seite 102—104 publi- 
cirten Brief vorkommt, kann noch auf folgende Weise verallgemeinert 
werden. 

Ist R(x) eine beliebige ganze rationale Function, welche der Bedin- 
gung 


R(o) =o 


genügt, bezeichnet ferner a, den Coefficienten der ersten Potenz von xz 


in R(x): 


1 
R(x) = av + a, +... + a, 


und bildet man das Product 


co 


+26) IEG 8C) 7^ 


n=1 
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so hat dieses für jeden Werth von x und jeden von z, der nicht gleich 








O, — I, — 2, ... ist, einen bestimmten endlichen Werth, und es ist 
I" (e) are x x | a — 
I —p,2) [ae — p,2)-- I — pr) — e ie 2 | | DNA 2 + ;) £ 7 
n=1 


WO D,» 0,5 - +, p, die Wurzeln der Gleichung 


p(t 8C) e + ae ee PNG 


bezeichnen. 
Es scheint mir, dass diese Gleichung an die Seite der Gleichung 


af , «(a + DB] + Y) 
if [2 rG + 1) 


BG BS 
Pee) hi Ge) 





BR 








Eas mau 
gestellt werden kann: durch diese werden gewisse unendliche Reihen, 
durch jene gewisse unendliche Producte bestimmt. 


Die erwähnte Gleichung ergiebt sich auf foleende Weise. Weil 
D e D Pi 
Di» £35, f, die Wurzeln der Gleichung 


el: Ha) + Gp) ee ie) 


bezeichnen, so ist 


(5 y( +2())- En) ln) 


und mithin 














x TU 
+2) ( =) 
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Hieraus folgt, weil — a, = p, +p, +... + p, ist, 




















T 
a x — 4 
1+ R|- 1 +R QUE 
| © C) HII 2g =) 
n=1 { 
e z—pyr Pd 
S ecu. S ET 
—y€z («— 0, €) II (: + n Je 
— p- (ax z n ; 
—€ = ee ve eg epa) 
237 HF ü 
n=1 i 
o z—pyz 
2 — a ang 
I = e 
(2 — py) II ( + N ) 
MC Be ae eee 
A ED ? 


welche gerade die in Frage stehende Gleichung ist. 


Dezeichnet man die logarithmische Ableitung von /(z) durch ¢(2), 


so kónnen noch folgende Gleichungen aufgestellt werden: 


oo 


ie HA dE 
I" (2) LL. g-aKer | (: + i (. + er 


I'(z —p,x) (a — 0,2)... I (z —p,«) n=0 








s=y pe 

: 1(2) 
"y —Y na Se : lS | 2 
i (z) =o s=1 | - : 2 h 2+n e ‘En 





KG — 0,4) I (z — Pat)... I (z —p,%) n=0 


SUR LES INVARIANTS 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


DU QUATRIEME ORDRE 


PAR 


G. H. HALPHEN 


à PARIS. 


Je me propose d'étudier ici la théorie détaillée des invariants pour 
les équations du quatriéme ordre, et d'identifier cette théorie avec celle 
des invariants différentiels pour les courbes gauches. Une partie de cette 
étude se trouve déja dans mon mémoire Sur la réduction des équations 
linéaires aux formes intögrables;(") mais je ne renverrai pas le lecteur à ce 
mémoire, et l'on trouvera ici une exposition complete, suivie d'applications. 

1. Soit une équation linéaire du quatriéme ordre 


qeu oh VG yr ; dY 
(1) axa + 4P, ys + OP, yit AP, ox + EY = 2; 


où les lettres P désignent des fonctions de X. En dénotant par u et y 
deux fonctions de X, posant 


dx 
) d X 





Eu M zm. 


RS 
to 


et prenant z, y pour nouvelles variables, on obtient une transformée 


d^y | dy 


It 
(3) 7 4 gy, A + 6p, qi + AE + Py — 0. 





(‘) Mémoires présentés par divers savants à lacadémie des sciences de l'institut 
de France. T. XXVIII N° 1 (Paris 1883). 
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Les nouveaux coefficients p s'expriment au moyen des anciens coeffi- 
cients P et de u, y avec leurs dérivées w!, w^, ... p, H^, ».. prises par 


\ : dp - 
rapport à X. Toute fonction de p, M ... est done exprimable par 
aa 
P 2 { ; Si cette fonction f est telle 
Day Ur... fh ues eee cette fonctioi est telle que 
u, Wy... fh jf... disparaissent de son expression, on a alors 


lp ; 1P 
p te) rm 8-9) 


et f est un invariant absolu. existence de telles fonctions sera bientôt 
prouvée. Nous la supposons d'abord. 

2. Sans qu'il soit besoin de développer les relations entre les P et 
les p, observons seulement le caractére suivant: 

En dénotant par A, , une fonction linéaire des coefficients P, affectés 
d'indices non supérieurs à (m — 1), on a 


Pm = & (Pa EIS AM 
P 


d" P. 
dX” 
(m + n). Par la méme lettre A, affectée d'un indice, désignons une fonc- 





Généralisons cette remarque comme il suit. Attribuons à le poids 


tion linéaire des P et de leurs dérivées, ou le poids de chaque terme ne 
dépasse pas l'indice de À De la précédente formule, nous déduirons celle-ci: 





a" pn € I ( 


da" EA pete dx” 


B su] s 


Etendons encore la convention en admettant pour À une forme non linéaire. 


MIO : An dP , 
Soit A, une fonction entiére des P, ip oo et dont tous les termes 
We 
solent d'un méme poids n.. Soit a, la méme fonction formée avec 
d ) 
ps i ;,... Nous aurons 
X 
I 
(4) 0, — — (A, + AL: 


n 
4 


— 
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On ne manquera pas d’observer que les restes A sont nuls dans le cas 
particulier ou w est l'unité, et y une constante. 

3. Considérons un invariant absolu, rationnel par rapport aux P et 
leurs dérivées.” Mettons les poids 'en évidence, en réunissant au numéra- 
teur ainsi qu'au dénominateur les termes de poids commun, ordonnons 
par rapport aux poids, et denotons ces poids par des indices. Soient ainsi 








An ni An ir Ana Ir sie An JE An -1 + An—2 zs ... 
Br ar Din "P Dy» Ar eut s Dm T Dl SE bn—2 s OU 
les deux expressions. de Tinvariant ^ les P dp l art: 2 
es deux expressions de linvariant, par les P, 7c, ... d'une part; par 
: dp ; : S " 4 a 
les p, + ... d'autre part. Ces deux expressions doivent être identiques, 
x 


en vertu des relations telles que (4): c’est la ce que suppose l'invariance. 
Prenons d'abord le cas simple où w est l'unité et y} une constante. 
Nous aurons identiquement: 





An zl Zn Sr An» ar m j^ An + pAn-1 + p Asa bis ... 
Bm Eis Be ; Bye Por f Din AF pBya Ris I Bus 100 i 


De la résulte » — m, A,_, = 0, B, ,—0,;, ...; Vimvariant se réduit au 
quotient de deux fonctions A,, B,, toutes deux homogènes quant au poids, 
et toutes deux d'un méme poids n. 

Prenons maintenant le cas général; nous aurons, suivant (4), et avec 
deux restes 2,_,, A, 4, une identité telle que 


An E Ani ws A, 
D, AF An D BS 





Or les deux restes étant de poids moindre que n, à tous leurs termes, et 
A,, D, pouvant étre supposés sans facteur commun, le quotient À, ,:4, 4 
ne saurait étre égal à A,:B,. Donc les deux restes sont nuls. 


Done le numérateur, ainsi que le dénominateur, d'un invariant absolu 
est un invariant relatif, ayant la propriété que caractérise la relation 


dp I dP 
e(p, Hee xl — ERU dX? eb 


Le nombre n est le poids de l'invariant; il est entier et positif quand ¢ 
est, comme dans cette analyse, une fonction entiere. 


328 G. H. Halphen. 


; 2 bo is dP 5 5 
4. Si une relation algébrique entre P, qx? °° est invariante pour 
ae 
les substitutions (2), c'est a dire si cette relation " 


"Tp 
or = 2 — ©) 


a pour transformée 
d ; dp ^ 
Di os aM | 
1 , da , , 


alors d, supposée fonction entiere, est un invariant. On le prouve en 
raisonnant comme tout à l'heure. 

De telles relations invariantes peuvent être aisément conçues et 
fournissent la voie la plus naturelle pour obtenir les invariants. Pour 
ce but, on n'a quà choisir une équation exprimant, entre les intégrales, 
une relation invariable à la fois par les substitutions (2) et par le change- 
ment des intégrales entre elles. 

Il existe, par exemple, une telle équation exprimant que les inté- 
grales sont liées par une relation quadratique homogene à coefficients 
constants. Il n'y a aucun embarras théorique, mais seulement longueur 
de calcul, à former cette équation de la maniere suivante: si y est une 
intégrale de l'équation proposée (3), y^ satisfait à une équation différen- 
tielle linéaire du r0'"* ordre, dont on peut calculer les coefficients en 
dp 
EA CUN 
coefficient de la dérivée du ro'"* ordre fournit la fonction ¢ dont il 
s'agit. Je reviendrai plus loin (n° 30) sur ce calcul. La fonction d sera 


fonction de p, Dans cette équation, mise sous forme entiére, le 


d'ailleurs trouvée par une autre vole. 

s. C'est la considération d'une autre transformée, celle-ci du 6*"* 
ordre, qui va nous fournir le plus simple des invariants. Prenons l'équa- 
tion primitive privée de son second terme, 


y" + 6p," + 4p,Y + py — o 


et dénotons les dérivéés par des accents. 
Solent w, w deux intégrales, et posons 


2 = uw — ww. 


—— 


LES 
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L'inconnue z satisfait à une équation linéaire du 6*"* ordre, que nous 
allons former. Suivant une notation usitée pour les déterminants, écrivons 
en différentiant successivement 


= (uw') 
2 — (ub) 


2’ — (uw’”) + (uw). 


[5 


- À la dérivée suivante, nous éliminerons w et w' au moyen de l'équation 


proposée; en tenant compte des relations précédentes, nous aurons 
2" + 6p,z + 49,2 = 2(ww""). 
En continuant, nous obtenons à la dérivation suivante 
LÀ PA , | — "d y 
(2 + 6p,2' + 49,2) — 2p,2 = 2(u"w") — 12p,(w'w"). 
Posant ensuite 
Gi u gilt 6 al PAL 6 Ing 6 Pl) " =! 5 LA 
= (2 + 6p, + 49,2)" + 6p,(z" + 6p,Z + 4p,2) — Ap — 2p. 
la cinquième différentiation nous donne: 
Z = 4(2p, — ap» ww"). 
Voici enfin la transformée cherchée: 
(2p, — 393) Z' — (2p; — ap) Z — 2 (2p, — 3p»2) (e" + 6p,# + 4p) = 0. 


Cette transformée se réduit au cinquième ordre, et consiste en Z = 0, 
dans le cas particulier ou l'on a identiquement 


CEDE BD ©: 


La relation g — o exprime done que les six fonctions (uw') sont liées 
linéairement. Une telle propriété est invariante pour les substitutions (2), 
et se conserve aussi quand on change les intégrales. Done g est un 
invariant. 

Pour avoir les mémes notations que dans ma théorie des courbes 
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; 2 : e I : 
gauches, (') je prendrai comme invariant fondamental xp Melee 
désignerai par la lettre v. Voici done le premier invariant à employer: 
(5) UN (32: ii 2p,). 


6. Arrétons-nous un instant pour faire une application en prenant 
pour exemple l'équation 


(6) y'* — 2u(n + 1)py" — 2n(n + Y)p'y + paler ke = ler Pra] y—0. 





Les lettres n et a désignent deux constantes. Quant à la lettre p, elle 
représente la fonction elliptique de M. Wrrersrrass; pour abréger l'écriture, 
jomets, aprés cette lettre p, celle qui représente la variable indépendante. 
Je rappelle, d'aprés les notations usitées, les relations 


12 


p^ = 4p° — gp — 9; 
pP” = 6p? 9, 
p == I2pp. 


Dans cet exemple, l'invariant v est nul; en faisant le caleul de Z, 
on trouve alors que le dernier terme manque. De la sorte, en prenant 


C= 2 = uw" — wu, 


éme 


on a une transformée du 4 ordre: 


(7 OY — ann + 1)p£" — 6n(n + 1)p'& + [B — 2n(n + 1)p"L = o; 
dans laquelle la constante 5 est liée à a par la relation 


BED, qa. 





(') Sur les invariants différentiels des courbes gauches, Journal de l Ecole Polytech- 
nique. XLVII*"* Cahier (Paris 1880). 
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J'ai déja, dans mon mémoire Sur la réduction des équations linéaires 
(p. 272), signalé l'équation (6), au cas ou n est un nombre entier, comme 
intégrable d'une manière analogue à l'équation de Lams. On verra plus 


o 


7. Jai pris, au n? 5, une équation privée de son second terme. 


Il est facile de revenir au cas général On fait disparaitre le second 


: 3 = Scb 7 
terme de l'équation (1) en prenant y = Ye". La transformée a les 
coefficients suivants 


(8) | Py —19; Pi Ji I LO D — T b ne zl 2P) — PY, 
| p; = P,— 4P,P, + OPP, — 3Pı — OPP, + OP{P, + 3P? — Py’. 


Dans un invariant ou l'on a fait p, = o, il suffit de remplacer p, ps, p, 
par ces valeurs (8), pour obtenir la forme générale. 

J'emploierai communément la méme lettre, majuscule ou minuscule, 
pour un méme invariant suppose se rapporter à l'équation (1) ou à 
l'équation (3). Ainsi, pour l'équation complete (1), l'invariant (5) sera 
désigné par V; il aura lexpression suivante, ou les dérivées sont prises 


par rapport-à X: 
7 1 , yr 3 
(9) 30V = — Py + 3(P, — 2P, P) — 2(P, — 3P,P, + 2P:). 
Son poids est égal à 3. En conséquence, la méme quantité v, exprimée 


par les coefficients de (3), et avec les dérivées prises par rapport à x 
donne lieu à l'identité 


3 


[eT 


8. Envisageons quatre intégrales distinctes Y, comme les coordonnées 
homogénes d'un point Y de l'espace. Ce point varie avec X et a pour 
lieu une courbe attachée à l'équation. Changer les intégrales Y revient 
à transformer homographiquement la courbe; changer Y en «Y ne change 
pas le point; changer la variable indépendante n'altére pas la courbe. 
On voit done que la courbe attachée, définie par une quelconque de ses 
homographiques, est invariante pour les substitutions (2). Donc ses in- 
variants sont aussi des invariants de l'équation différentielle. 
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Les coefficients de l'équation, exprimés par les intégrales, sont des 
fonctions des éléments infinitésimaux de la courbe en un même point. 
Done les invariants de l'équation, composés algébriquement avec les 
coefficients et leurs dérivées, sont des invariants différentiels de la courbe 
attachée. 

Les déterminants (ww’), considérés au n° 5, sont les coordonnées de 
la tangente à la courbe. Ainsi linvarlant v a la signification suivante: 
l'équation v = o caractérise toute courbe dont les tangentes appartiennent à 
un méme complere linéaire. 

Dans ma théorie des courbes gauches, jai employé les eoordonnées 
artésiennes x, y, 2, et pris les dérivées par rapport à x. J'ai fait usage, 
en outre, des notations sulvantes 








7 " ) 
" 1 WEE 4 
n 4 3 5 AR n y'a" EX ga 
n 2 4 
: | I ym as yg 
Noe ^H © : 








not NZD 


: 3.4...m Ya — 2" 


Tout invariant différentiel entier, divisé par une puissance convenable 
? 
Hn unm HU 


de (y"z" — z'y"), s'exprime en fonction entière des quantités a, 0. Avec 
ces notations, j'ai trouvé par la propriété géométrique précédente, l'invariant 


* v= a,— 2b, — 30,05 + 3045, + 24. 


Les deux invariants, dénotés tous deux par v, ne peuvent différer que 
par un facteur numérique. Voici comment on peut faire facilement la 
comparaison. 

Prenons une équation privée de ses deux derniers termes; elle admet 


~ 


alors les solutions 1, x. Si l'on appelle y, 2 deux autres solutions, on a, 


d'aprés les notations précédentes, 
P = —\,. p, = — 2b. 


De la, en différentiant: 


(k) 


p-—--—5.6..:-rFaA)sa Fa: 
nip e -69/1:5:061, 0b (eterno gah, SSN. iu 
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formules où sont négligés des restes contenant des dérivées, toutes d'ordre 
inférieur à (k + 4). 
On voit par là que, dans V, fourni par la relation (9), le terme 


11 


, , , ie I , « , 
de l'ordre le plus élevé provient de — 30 1 5 et c'est précisément q,. 


Ainsi linvariant v, adopté ici,.coïncide exactement avec celui de ma 
théorie des courbes. La méme précaution sera prise, dans la suite, pour 
les autres invariants. La vérification pourra étre faite de la méme 
manicre; mais je me dispenserai de la reproduire. 

9. La connaissance d'un seul invariant conduit à la formation 
immédiate de tous les autres, au moyen d'une forme réduite de l'équation 
différentielle. 

A cet effet, employons l'invariant V. Dans la substitution (2) prenons 


# de facon à réduire v à une constante numérique, .soit So et u de 


facon à priver la transformée du second terme. Ce choix est réalisé ainsi 
1 — 1 — | PdX 
BR (solar Ve [nar 


En appelant £, 7, au lieu de v, y, les variables nouvelles, nous avons la 
forme réduite suivante 








d'y d’n dH dy à 
de u 2H S + (5 — jr + Ky =o. 
TUNE. : dP 
Les lettres H, K designent deux fonctions des P, ix? cte et ce sont 


manifestement des invariants absolus. Leurs numérateurs sont rationnels, 
leurs dénominateurs sont des’ puissances de V. Il en va de méme de 


—z; car on a: 


dH .ı dH 
dé (30V)$ dX i 








De méme encore les dérivées successives de H, K, prises par rapport 
à £, sexpriment par une double suite d'invariants absolus, à numérateurs 
rationnels, et à dénominateurs égaux a des puissances de V. Soient 
H,,H,,...; K,, K,, ... ces invariants absolus. 
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Tout invariant absolu peut être, sans altération, calculé sur l'équa- 
tion réduite. Done tout invariant absolu rationnel est exprimable ration- 
nellement par H, H,, H,, ...; K, K,, K,, ...; et tout invariant relatif 
entier, divisé par une puissance de V, est exprimable en fonction entiere 
des mémes quantités. 


10. Le caleul de K est immédiat ainsi: prenons l'équation privée 


wo 


du second terme, alors w se réduit à V Done K — o exprime que 


wie 


l'équation admet la solution V ^, et le numérateur de K est l'invariant 
suivant 


_1yIv pe ESTE AG 
PEU [6 :) + 6p, \v 2) + Ap, e :) + pyv >], 


où lon n'a plus quà mettre V au lieu de v, et à substituer aux p les 
expressions (8), pour obtenir l'expression générale du numérateur 4. 
On a d'ailleurs 

D 


p c 2e 
V"(30V )s 


Cette analyse, faite au moyen de invariant V, peut se faire de méme 
au moyen de tout autre. Ainsi p,, p,, p, désignant encore les quantités 
(8), et © un invariant quelconque du poids m, la combinaison 


; 3 \IV ns tr ING cb 
Um 2m ) + 6p, (w 25 ) + 4p,\o 2m ) + po m 
est un invariant. 

11. Pour avoir l'expression de H, employons les formules générales 
de transformation, mais en nous bornant à-une formule unique qui nous 
suffira. 

Soit une équation privée du second terme 

aM dey dy - 

— + 6P, — P,— + P,Y = 0. 

axi Fs gas Mie y 
Changeons la variable indépendante d'une maniere arbitraire, en posant, 
comme précédemment, 


dx S 
dx = 
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. 


En méme temps, changeons l'inconnue de maniére que la transformée 
manque aussi du second terme. Pour ce but, il faut prendre 





3 
NIE WR 
Posons alors 
in dy "y 
p dX 
La transformée étant 
dy d^y 





- ! dy 
dec Wages + 4Ps gy + PY =O; 


son coefficient p, est donné par la formule 


I 


(10) 6p, = = (or. — 5À + sx). 





2 L 4 


Dans cette formule (10), facile à vérifier, la dérivée X est prise par 
rapport à X. 


1 , 
I3 I 
En y mettant (30V)' pour yp, et, par conséquent, ap Pour À, nous 
trouvons pour le numérateur de H: 
5 VV" 35 71 2 2 
À == 6 J J CRETE 36 J EL d Ee . » 


En revenant, par les formules (8), au cas d'une équation complete, 


nous avons l’invariant 
5 7 yt 35 712 ‘ £l , 2 
(11) TEEN A EE CE PME 
3 - 
De là résulte, pour H, l'expression 


H = —— LIT DE . 
V?(30V )s 


Voici, à propos de 4, une observation qui sera utile plus loin. En 
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retenant seulement les premiers termes de V, donné par (9), nous pouvons 
écrire 








IV "nnm 1111 2 
av 332 \-3(7,) an B, 


30 30 


{ 

A et B ne contenant pas de dérivee au dela du second ordre. 

12. D’après le n? 9, les trois invariants V, 4, ® peuvent servir 
à la formation d'une double suite indéfinie d’invariants, par» le moyen 
desquels tout invariant s'exprime rationnellement. Mais 4 et ® ne sont 
pas les plus simples qu'on puisse choisir; il en existe deux autres qui ne 
contiennent pas de dérivée au delà du 3°"° ordre. C'est ce que je vais 
faire voir. 

La voie qui va étre suivie pour obtenir le premier de ces invariants 
donne aussi l'invariant V; elle s'applique aux équations de tous les ordres. 

Soit l'équation 


a 


(12) > 2 — Wee 





En faisant y = z^", on en déduit, pour y, l'équation suivante: 


(13) y — 10gy" — 10g'y! + 3(39? — 9")y ENG! 


et 2 


Si 2, 


pour (13), les quatre intégrales 
a 


, sont deux intégrales de (12), distinctes entre elles, on a, 


éme 


Ainsi léquation (13) est le type de l'équation du 4°”° ordre ayant quatre 
| 3 yP | Jan 


intégrales satisfaisant aux relations 


NE ds 
Yo Ys un 


En d'autres termes, à l'équation (13) est attachée la cubique gauche. 
Comparée à l'équation générale, privée du second terme, la forme (13) 
donne lieu aux relations 


8p, = SOE ag] ee) eod que EN 
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d’où, par élimination de g, 


, 6 , 3 2 
(14) 32 Cati odis (2) M SR 


Ces deux relations (14) peuvent étre considérées comme les équations 
différentielles des cubiques gauches. 


13. Voici, en maniére de digression, un exemple de l'équation (13). 
Prenons 


g = n(n + 1)p, 
les notations étant les mêmes qu'au n° 6. Nous avons ainsi l'équation 


y" — 1on(n + -1)py" — ron(n + 1)p'y' 


+ 


N | Co 


n(n + 1) n(n + 1)% + (n 2) — Dp" yo, 


Cette dernière est, d'après notre, analyse, une transformée de l'équation; 
de LAMÉ dans un cas particulier 


2" = n(n + 1)pz. 


Elle est done intégrable quand » est un nombre entier. Mais l'équa- 


: ER: I - 
tion en z est aussi intégrable pour n = 7 (voyez plus loin, n° 47). Ce 


cas donne le résultat suivant: 
l'équation 


y* — Spy’ — roy + REE — sp") |» = o 


a pour intégrale générale: 


y= «y spr()]. 


œ sème 


% étant un polynôme du 3°" degré à coefficients arbitraires. 
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14. Revenons aux équations (14), dont la première est v=o. La 
seconde, tout en n'ayant pas un invariant pour premier membre, va servir 
à en former un. Soit w ce premier membre, et soit 9 la méme quantité 
formée avec les lettres P, en supposant qu'on envisage la méme substitu- 
tion qu'au n° 11. Je vais chercher la liaison entre © et 4. 


De la formule (10) ainsi que de la relation v =a", je déduis les 


suivantes: 





dp, er RU, dP, : 
DE = ras — 2AP, + 205 





ft 
dp, ba dE j dp, 
ur Vu e cnl ue He 


I LOUP. 
ap zm let TA ss 


Dans ces formules, on a négligé des restes: dans la derniére, le reste ne 
contient manifestement aucune dérivée des quantités P. Il en sera tout 
autant du reste R, que l'on obtiendra en écrivant la dernière égalité 
sous cette autre forme: 


o = = (2 + 363V + B). 


Or la propriété exprimée par les relations (14) est invariante. Done le 
systeme des équations w = o, v — o doit se changer en 2 = o, V — o. 
Done A — o doit se réduire à une combinaison de ces dernieres. Mais, 
ne contenant aucune dérivée, R est, par suite, identiquement nul. La 


liaison cherchée est donc 


w = —(9 + 3647). 


3 Ps I , 
En dérivant les deux membres de v = — V, on obtient 
8 , 
H 


d lV 
lv I (x — sr). 


dæ p* 


-— 
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En conséquence: 


dv PET dV 
o + L2 (2 + Tr). 





J'ai done ainsi trouvé un invariant nouveau. Pour mettre les nota- 
tions d'accord avec celles de la théorie des courbes gauches, je le désignerai 
par 42s,; lindice 7 rappelle qu'il est du .7*"* ordre par rapport aux 
intégrales. Voici son expression pour l'équation sans second terme 


; 6 
(15) 428; = p, — 2p; + SP? mr 


On aura l'expression générale par l'emploi des formules (8). Il est inutile 
de la transcrire; on remarquera seulement que le terme de l'ordre Ie plus 
I 


élevé est — —— Pi”. 
AO 
Avec s; et v on peut former une suite indéfinie d'invariants, analogue 
à la suite H, H,, H,, ... Les ordres, marqués par les indices, croissent 


constamment d'une unité, les poids de quatre unités: 


2 à : | | ; à : ) : (s 5%) 
= + {| VS, — —VS Sq = oe S. $19 = — | == ) Vivis 
8 7 = 1 9 ‘ 8 10 9 9 ]> 

8 3 3 9 5 3 , 0 IO 3 


Dans linvariant S,, le terme de l'ordre le plus élevé est 





EN s = = PP: 


15. Les invariants 4 et $, sont tous deux du poids 8. En les 
, c aie 8, Tee 4 : ; 
combinant linéairement, nous formerons celui-ci: a dm 3 9» qui, d'aprés 


le n° rr, ne contient plus PI. On y trouve un terme du second degré 
en Pj", qu'on peut faire disparaitre en retranchant ZS. Nous obtenons 


de la sorte linvariant 





(16) T, — sum us 


b 


340 G. H. Halphen. 


il ne contient pas de dérivée au-dessus du 3'"* ordre. Les dérivées Pj" 
et Pi’, seules dérivées du 3°"° ordre qui y figurent, y entrent linéairement. 
"T Eds I 
Enfin le terme en P," a pour coefficient RT UE y 
Avec t, et v on forme, de méme qu'avec s; et v, une suite indéfinie 
d'autres invariants: 


L'invariant T, est linéaire par rapport à P} et P, seules dérivées 

d'ordre (n — 4) qui y figurent. Le coefficient de Pf est égal à 
I 

DOCERE TEC 


n—6 


. 


16. Soit un invariant exprimé par s,, £, Se» 4, ... Sa dérivée, 
prise par rapport à la variable & (n° 9), s'exprime facilement de la méme 
maniere. Par exemple, léquation (16) donne l'expression de à On en 
déduit 





3 : : , 8 d A 4 
relation qui fournit le numérateur (oo — —v’ö) de IE. En conséquence, 
3 S 


les numérateurs des invariants H, H,, ... sont exprimables en fonction 
entiere de 30, 1875 Gus oem ti, Hl, Er 


En caleulant linvariant absolu v *s, sur l'équation réduite, nous 
obtenons: 


we] co 


Nous avons donc aussi le moyen d'exprimer le numérateur de K 
par les mêmes invariants, et, par suite, les numérateurs de K,, K,, ... 
Done tout invariant relatif, multiplié par une puissance convenable 
de v, est exprimable en fonction entiere des invariants fondamentaux 


V, Sry bry Sas Lay oo 
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17. La construction des invariants fondamentaux tombe en défaut 
si v est identiquement nul. Dans ce cas particulier, il est tout naturel 
de procéder absolument de méme qu'au n? 6, mais en prenant s;, au 
lieu de v, pour base de la construction. Si s; et v sont nuls tous deux, 
c'est alors le cas où l'équation peut étre réduite à la forme (13), et il 
n'existe plus aucun invariant. 

Arretons-nous sur le cas ou v est identiquement nul, mais non s;. 
On peut, au lieu de s,, prendre la combinaison 


> I (dV CY 
H = sax — 75), 


qui ne contient plus de dérivée du 3°"° ordre, et reproduit — LS, dés 


que V est identiquement nul. Cette combinaison W est alors un invariant 
dans ce cas particulier. Pour l'équation privée du second terme, on a: 


: 6 9127; 
— 2614 = 9,-— =D — (2) Tre 
3 Pa 5 Ps 5 Po 


En prenant pour point de départ une équation complete, où V est nul, 
et posant 














1E z l a —_- — | PıdX 
(how, vw 
on obtiendra la transformee reduite 
d'y d’n dJ dy 3 ef 9 2 
(17) de Ar 2J 12 Ex aE dE 3s ( Us 5 d£ sls 202 D 


Le numérateur de J est 


5 7 rn 45 71:2 > D2 Jr T 
ec T EXPO — 6(P, — Pi — P)W?, 
et l'on a 


0 
12(— Wy 





Wu 
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La quantité @ nest invariante que si V est nul; mais il existe un 
invariant du cas général qui se réduit à @ si V devient nul. On lob- 
tient en changeant de variable de manière à rendre s; constant. Sop 
expression par les invariants fondamentaux est la suivante: 


mir ies : D AE SN. 
6 = =|20(Zs,) + E a — ©} is 


d'ou l'on peut chasser 9 par lemploie de la formule (16). 








18. Les deux premiers invariants absolus qu'on puisse former, dans 
yr 8; Ü \ 
le cas général, sont — et "E Dans le cas oü v est nul, on a pour 
v [ 


2 


3. ; 0 
premier invariant absolu =. 





Quand ces invariants absolus sont des constantes, l'équation réduite 
est à coefficients constants; la courbe attachée est ce que j'appelle une 
courbe anharmonique. 

Quand, v étant nul, le premier invariant absolu est constant, l'équa- 
tion réduite manque du premier et du troisième terme. —L'équation 

aractéristique est donc bicarrée: soient + a, + f ses racines. Les inté- 

grales sont et^, e*^. Done quatre intégrales satisfont à la condition 
7,5, — 99: De là une proposition de géométrie: toute courbe anhar- 
monique, dont les tangentes appartiennent à un méme complexe linéaire, est 
située sur une surface du 2" degré. On verra plus loin (n? 26) une réci- 
proque de cette proposition. 

19. La dualité géométrique sintroduit par la considération de 
l'équation adjointe, due à LAGRANGE. 

Soit l'équation 

y" + Spay" + 4p, + p = 0; 
son adjointe est À 


2% + 6(p,2)" — 4(p,2)' + pz = 0, 
ou bien, développée: 
2 + 6p,z" — 4(p, — 3p32 + (p, — am; + 6p7)2 = o. 


En désignant par €, ¢,, c,, c, des constantes arbitraires, on a pour ¢ 


lexpression suivante par les intégrales y: 


= (eus) z 


——— 
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Ainsi les courbes attachées aux deux équations adjointes se correspondent 
dans la dualité géométrique. 

En rangeant dans une méme classe toutes les équations susceptibles 
d'étre ramenées à une méme forme réduite, ou, ce qui revient au méme, 
à qui est attachée une seule et méme courbe, on voit que les adjointes 
des équations d'une seule classe forment elles-mémes une seule classe. 
Ces deux classes sont adjointes lune à l’autre. z 

Les invariants d'une équation sont également invariants pour l'adjointe. 

En faisant le calcul de l'adjointe pour l'équation (17), on retrouve 
cette équation elle-même. Ainsi chaque classe, dont l'invariant v est nul, 
est à elle-méme sa propre adjointe. Sous forme géométrique, voici la méme 
proposition: les lignes droites qui, faisant partie d'un complexe linéaire, 
enveloppent une courbe, constituent une figure corrélative à elle-même. 

D'aprés la proposition du n? 18, toute courbe anharmonique dont les 
tangentes appartiennent à un méme complexe linéaire, est aréte de rebrousse- 
ment d'une développable circonscrite à une surface du 2" degré. (?) 

20. Faisons maintenant le calcul de l'adjointe pour l'équation géné- 
rale, mais réduite: 


d* d’y 








dH dy > 
dg + 2H ap + (Te — JE: + Ky = 0 
Nous obtenons 
ne dc dH "E - 
Hep s Esse i. 
de de dé dé 


Pour réduire cette derniére, il suffit de changer la variable indépendante 
en prenant € = — &, pour cette variable. Donc, dans le passage d'une 
équation à son adjointe, les invariants H et K.se conservent, tandis que 
V se reproduit, sauf le signe. Ce dernier fait se vérifie aisément par 





( Les deux surfaces du 2? degré, sur l'une desquelles est l'aréte de rebroussement, 
tandis que la développable est circonscrite à l'autre, ont en commun un quadrilatère gauche. 
Les tangentes communes aux deux surfaces se partagent en deux congruences distinctes. 
Ce eas remarquable de décomposition a été trouvé par M. ARCHER Hirst, qui me l'a 


communiqué verbalement, il y a quelques années. 
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l'expression de V; on reconnaitra de méme que S, se reproduit sans 
altération. Consequemment S, se reproduit au facteur (— 1)! pres. 


; : ; Aes 8 
Le dénominateur de H étant la puissänce à de V, et H se repro- 


duisant, il en résulte que le numérateur de H se reproduit sans altération. 
C'est Vinvariant 4. A cause de la formule (16), on conclut que T; se 


“ps 8 ; 
se modifie et se change en Z, + —5,.- Par suite, T, 
3 


7 y (7.5 


Sa) : 
Gräce à ces observations, il sera facile de trouver, pour tout in- 


se change en 


3 


variant, lexpression de son adjoint. Il suffit, à cet effet, de lexprimer 
par les invariants fondamentaux, et d'y faire les changements dont je 
viens de parler. 

21. J'ai terminé ici la théorie générale que j'avais en vue de traiter, 
et jaborde les applications. Pour commencer ces applications, je reprends 
l'analyse traitée dans le n? 5 et suivie d'un exemple dans le n? 6. Jai 
considéré, en cet endroit, une équation, dont linvariant v est nul, et 
ordre. Dans 
l'exemple adopté, cette transformée manquait du dernier terme:et s'abaissait 
ainsi au quatriéme ordre. Je vais chercher le type général des équations 
qui donnent lieu à cette circonstance. 

La transformée a pour premier membre 


éme 


jai construit une transformée qui est généralement du 5 


Z = (2 69,2 ys 40,2) + 6p, (z" + 6p,2 + 4p,2) — 4p,2 — 2p. 
Elle manque du dernier terme sous la condition 
\ 495 + 249,9, — 2 = O- 
On a d'ailleurs, par hypothése, 
29, — 3p, = O. 


Désignant par g une fonction arbitraire, je satisfais à la derniere relation 
si je prends 
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La premiére relation donne alors 


Di Ge 21299) 
En intégrant, et désignant la constante d'intégration par — A: jai donc 





Ainsi le type général des équations dont il s'agit est le suivant 
(18) U — 29)" guts (ur — g"— ; e ) y= 0. 
Calculant Z et faisant z' = € jai la transformée 

(19) EN — 497" — 6g'7 + (c? — 29") = o. 


Cette équation (19) ne contenant, dans ses coefficients, qu'une seule fonc- 
tion g, n'est pas susceptible d'étre transformée, par les substitutions (2), 
en, une équation quelconque. La classe, dont elle est un type, possède, 
en effet, une propriété invariante, provenant de ce fait que les coordon- 
nées de la droite dans l'espace sont liées par une relation quadratique. 
Pour parler le langage de l’algebre, disons que les six déterminants 
€ — (yy; ), formés avec quatre intégrales de (18), sont liés par une relation 
quadratique. D’après l'identité v = o, ils sont liés aussi par une rela- 
tion linéaire, et se réduisent ainsi à cing, distincts entre eux. Mais, 
l'équation transformée s'étant abaissée au quatrième ordre, un de ces 
déterminants € est nul. Donc la relation quadratique existe entre les 
quatre autres. Done les intégrales de léquation (19) sont liées par une 
relation quadratique à coefficients constants. 

Pour préciser cette relation, posons 


Le 1 1 
e as SUL = CE 
Nous avons 
PP pp Pr el 
519 534 »13224 5 $u5» — O. 


Supposons les y choisis de telle sorte que &, soit nul. Il reste 


gr BT 
513524 ~~ *4 >23 
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L'équation (18) peut s'écrire ainsi: 


|n — (v = >)? | = (» + Le) |n u (v 57 5°) | — 0; 


Elle admet done les intégrales ¢,, c, de l'équation du second ordre: 


- eL (stp 


L 


Comme on ne change pas (18) par le changement de c en — c, elle 
admet aussi les intégrales d, d, de cette autre: i 


(21) \ Pas (v + Le) de 


Si nous prenons 


nous aurons 


-— VA eue en ae [ 
Se 22:5 CAEN OS C£, SIME c, d, 323 ^ — En $n = CP, b,. 
Ainsi l'équation (19) a pour intégrales les produits de celles des équations 
(20) et (21), et l'équation (18) a, pour intégrales, celles mémes des equa- 
tions (20) et (21). 

Il n'est pas sans intérét de remarquer la conséquence suivante: 


gd" — de" = cod. 
| "eddz — ed! — de 
(22) cf eddz = of’ — de". 


22. Pour l'exemple choisi au n? 6, les équations (20) et (21) sont 
comprises dans la forme ambigüe 


; 1 

g" = {nu + 1)p(u) + z^] e 
où, suivant l'usage, je désigne par u la variable indépendante. La 
constante a, de l'équation (6), s'exprime ainsi: 


n? (n Un) n 


—— ( 


12 = 4 
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> 
Prenons, en particulier, ce cas 








Vous avons pour ¢ les intégrales suivantes (n? 47) 


7 TE V39, of % 
ir) - eC) + ja] 


En changeant le signe de V3g,, on a d, et d,. Il en résulte pour y 


la forme: 





4,9me 


où % est un polynôme arbitraire du 3'"* degré. Nous avons déjà trouvé 
cette intégrale au n° 13 pour une équation formée par un autre moyen. 
En effectuant le calcul, on retrouve bien ici cette méme équation. 

23. Les propriétés de l'équation (19) ont été établies d'une maniere 
indirecte. Il convient d'établir directement que cette équation est le 
type de toute équation du quatriéme ordre entre les intégrales de laquelle 
existe une relation quadratique. 

Soit une telle équation, et supposons la relation quadratique reduc- 


tible à la forme 


VAY o 


1 


Prenant pour nouvelle variable x et pour nouvelle inconnue y 





Xt Y : 
DS ea Y 75 
M Y 
ah | ; AE M y 
jai une transformée admettant les solutions 1, x, yY'y- En désignant 
4 4 
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v^ par a, jai pour 7 l'expression ax. Ainsi la transformée admet les 
HU 4 

solutions 1, x, a, av. Considérons les deux équations 


Pet 
WELL NU ru 


La premiére admet les solutions 1, 2; la seconde 1, a. Les quatre: 
produits des intégrales de la premiére par les intégrales de la seconde 
sont I, x, a, av, c'est à dire les intégrales de la transformée. Revenant 
à la proposée et transformant en méme temps, d'une maniére convenable, 
les deux équations du 2" ordre, je peux conclure ainsi: toute équation du 
fm ordre dont les intégrales sont liées par une relation quadratique, à 
discriminant different de zéro, a pour intégrales les produits des intégrales 
de deux équations du 2" ordre. (') 

24. Soient deux équations du second ordre, avec la méme variable 
indépendante : 


aA pi d*B dB 


Zt RB P9; qb y 9B o. 
Si l'on y change les deux inconnues A, B de manicre à faire disparaitre 
le second terme dans chacune, les seconds coefficients deviennent respective- 
ment P,— P?— P; et Q, — Q1 — Qj. L'égalité de ces deux quantités 
exprime done que les intégrales A sont proportionnelles aux intégrales 
D. Cette propriété étant indépendante de X, on voit que la combinaison 


FW cede ei cpr) 


est un invariant des équations simultanées. Si done cet invariant n'est 
pas nul, on pourra changer la variable indépendante de maniére à rendre 
cet invariant égal à un nombre à volonté. Je laisse ce nombre indé- 
termine et le désigne par c. Si, en méme temps, je change les inconnues 
pour faire disparaitre les seconds termes, j'obtiens la forme réduite: 


db I 


QU 
[#2] 
Sn 
zu 

à | 
+. 
Q 
Nia 
= 
— 
E 





(') Voyez, à ee sujet, une note de M. GoURSAT, intitulée Sur une classe d'équations 
linéaires du 4*"* ordre (Comptes-Rendus, XCVII, p. 31). 


Sur les invariants des équations différentielles linéaires du quatrième ordre. 349 


La lettre g désigne une fonction de la variable, invariant absolu. Faisons 
maintenant 


Y— ab. 


Les differentiations successives donnent: 











dy db da 
da de M has 
d^y ms da db m 
da! — dada ^ “I 
d (d’y dy Rab da 
EE > gr) = (AR SEN (ar — vi) 
de (dey d dy 2- 
alas — 2) — ta ru) = ea 
Done enfin y satisfait à l'équation: 
d'y d'y dg dy 2 dy 
(24) da* AJ qs s da: T (c mi? ze)» mir: 


D'après la proposition dont l'énoneé termine le n° 23, nous pouvons 
conclure ainsi: toute équation du quatrième ordre dont les intégrales sont liées 
par une relation quadratique est réductible par une substitution de la forme 
(1) au type (24). La constante c est à volonté, sauf zéro, si le discriminant 
de la relation quadratique west pas nul. 

En complétant, d'une manière bien aisée, l'analyse précédente, on 
peut ajouter que, si le discriminant est mul, la forme (24) subsiste; mais 
la constante c est nulle. 

Voici le probléme qui se présente maintenant: erprimer em fonction 
des coefficients la condition sous laquelle une équation est réductible à la 
forme (24); trouver la substitution qui opère cette réduction, et la fonction g. 

25. Pour résoudre ce probléme, il s'offre une voie indirecte que je 
ne suivrai pas, mais que j'indiquerai néanmoins. C'est une conséquence 
de la relation (22). 

Envisageons le déterminant formé avec trois fonctions et leurs pre- 
micres et secondes dérivées, en choisissant pour ces fonctions ¢,¢,, ¢,¢,, e, d. 
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Tenant compte de ce que les ¢ et & satisfont aux équations (20) et (21), 
on obtient, par un calcul facile, l'expression suivante de ce déterminant, 
à un facteur constant pres: 


[6:41 (ed) (G22) = Gigi — Gai 


A a : ER | 
D'aprés (22), ceci est l'intégrale de c¢,¢,. 


On conclut de là que l'équation adjointe de (19) est vérifiée par les 
intégrales des solutions de l'équation (19) elle-méme. Cette propriété 
se reconnait d'ailleurs avec facilité sur l'équation. Effectivement son 
adjointe est 


IV " men 2 airs 
7 — 4979 — 299 + €» = 0. 


En dérivant cette dernière et faisant 7’ = €, on retrouve l'équation (19). 
7 , 1 
Soit maintenant une équation, de la forme générale (1). Avec trois 
de ses intégrales on obtient une intesrale de l'adjointe ainsi 
o D 


gc EME 


En employant la substitution générale (2), on pourra écrire 








dy, ale: [max 


dz da 


VE | Y, 


Supposons maintenant que la substitution envisagée transforme l'équation 
proposée en (24). Nous aurons alors: 


Z=w wie's arm f ydx =u right m if Ê Fax. 
En différentiant les deux membres de cette égalité, on peut conclure ainsi: 
Toute équation du 4£"* ordre dont les intégrales sont liées par une 
relation quadratique est caractérisée par la propriété suivante: 
Soit @(Z) =o son adjointe, et F(Y) — o la transformée de cette 
adjointe par la substitution 


P24p Spyz 


où A et B sont des fonctions arbitraires: Il est possible de choisir A et B 


de telle sorte que F(Y) — o soit précisément l'équation proposée. 
7 1 q prop 
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26. L'emploi de cette derniére proposition mene sans difficulté aux 
équations d'ou dépend la solution du probléme; mais d'une maniére 
moins simple que la méthode ci-aprés. 

Soit une équation, sans second terme, et à variable. X 


YU JP Y" cL epus Bye o; 


qu'il s'agit de transformer en l'équation (24). Je poserai, comme au 


o0 


Dis TT, 








de I du 
Bam ^ 


Je dénoterai par des accents les dérivées prises par rapport à X. Dans 
l'équation (24), on a 





2 2 2 
2 3 dg ES d°q 
Det Du m DEC D EE 
D 3 9, Ps 2 de’ Ps da 
Jen conclus d'abord t 
dp, lg iF 
200 D == fi 
2 I dx 1 dæ m 4 


Avant de poursuivre, observons cette conséquence: toute équation du 
4” ordre dont les intégrales sont liées par une relation quadratique, et dont 
linvariant v est nul, est susceptible d'être transformée en une équation à 
coefficients constants. En effet, l'hypothése v — o exige que g soit une 
constante. De là une réciproque pour la proposition énoncée au n? 18: 
toute courbe située sur une surface du 2" degré, et dont les tangentes 
appartiennent à un méme complexe linéaire, est anhaymonique. 

Le cas ou v est nul doit étre désormais écarté. 

De la relation précédente, jointe à V = jv, je déduis celle-ci: 





(I) gi ; 


C'est une premiere équation entre les inconnues 9, p. L'application de 
la formule (10) me donne cette autre: 


(IL) — ag = (or, — sz +52), 
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à quoi il faut joindre 
(III) A==. 


J'ai done ainsi trois équations à trois inconnues g, p, A. En prenant 

pour # une solution de ces équations, et déterminant y par la formule 
US r 

y = Yp’, on aura une transformée telle que: 





d*y d’y dg dy m 
(A) TA T UELLE 
\ E 9 Ig x 
Dans le probléme actuel, 7 doit être c? — 2 a . De là une nouvelle 


équation, qui entraine une condition entre les données.  J’aurai cette 
équation en calculant l’invariant s;. Voici son expression 





Jai d'ailleurs: \ 


dj v 430 Y digas UE RTS. 


de /— ur CRT l'E p 





En conséquence, la nouvelle équation du probléme est: 


Lem 5 56: Sr 7. ATE 

(IV) Cc 259 en + DATE 

Laissons d'abord cette dernière, et voyons comment se résout le système 
des trois premières équations. Pour ce but, on doit différentier l'équa- 
tion (ID, et chasser g'; p^ disparait, et il reste: 


(V) yr abo ia 4 = Ph s + 20V) =o. 


' 
C'est de cette équation, à la seule inconnue À, que dépend la réduction 
à la forme (A). Cette équation se ramene à la forme linéaire si l'on 
. 5 » , \ . I . ; gie 
fait A= — ^, c'est à dire 9 — —. La transformée est effectivement 
Ww " 


6 
p" HE n = Ga eo 0. 
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Cette équation, du troisieme ordre, que nous notons en passant, est, comme 
on voit, un covariant de l'équation. proposée. 

Prenons léquation (IV), différentions les deux membres et remplacons 
g et g’ par les valeurs (I) et (ID. De cette facon, p disparait, et nous 
obtenons une nouvelle équation en A: 


V' — 485, 
E aA a5 


78 S— y" 36 
210% In 


(VI) Weed ae 





= O. 
3 


Il est à noter que cette dernitre devient linéaire, elle aussi, avec lin- 
connue 5.  Opérons différemment sur (IV) en y remplacant g par son 
expression (II); et nous avons: 


20€ 
T 2 4 al Ti Lgs 3 BRAS 
(VI) cut = 6(78, — V' + 34V) + (3) (= i3 | 
Cette relation donne y sans intégration, apres qu'on a trouvé À Enfin 
la relation (II) donnera g. 
La. solution du probléme dépend done des équations simultanées (V) 
et (VI). 


27. Eerivons les équations simultanées (V), (VI) sous la forme 


abrégée 
| “—2?+A+B=o 
(VII) 
| uM — 3X + À + C1 + D=0, 


différentions la premiére, éliminons 2", puis éliminons 4 entre la résultante 
et» la première; nous aurons ainsi cette valeur de à: 


B'— D — AB 


A= Gu At ET 





En la substituant dans la première, nous aurons l'équation de condition. 

Le ealeul des deux termes de la fraction qui représente À est un 
peu long; mais on y trouve un guide sür, si l'on a soin de grouper les 
termes de maniére à faire apparaitre les invariants fondamentaux. A cet 
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effet, on chasse P, au moyen de l'invariant 4, qu'on fait disparaitre ensuite. 


Dans ce caleul, on voit s'introduire les deux invariants suivants: 


M — 8, 4- 27, +753 
(IX) 
= T, "ds u — = V*, 
et l'on obtient finalement pour À l'expression: 


Va: ei 2N 
ur VM 





(X) A= 


3h 


Sans nous préoccuper, pour le moment, de l'équation de condition, 
caleulons les deux autres inconnues. 


La premiére aen (VIII) donne 


2 


GP, — 54 +22 HO + 5B+51— 2% 
sans différentiation. En y mettant la valeur (X) de A, nous obtenons: 


6P, — SN +20 = (MT, — MNS, + N°). 


> 2 AREA 
Pour abréger, écrivons 


| M°T, — MNS, + N’= 0 
(XT) Él 
fl à? + AM?NV* = WV. 
Les relations (VID, (II) nous donnent: 
- BORN oT 2 50 
(XII) Cn pop I = se 


28. Pour avoir l'équation de condition, au lieu de substituer A dans 
la premiere équation (VIII), nous pouvons differentier logarithmiquement 
; 3 ; mr s : ; " 
l'expression de y, et égaler = à l'expression (X). De cette façon nous 
, E n ; | 


H 


obtenons l'équation de condition sous Ja forme suivante: 





: d v 46N —7 ; MS, 
; ON 
(XIIT) jx 08 Barr Ai : | 
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Elle est explicitement sous forme invariante; car la quantité sous le 
signe logarithme est un invariant absolu. 

L'équation (XIII) admet la solution particulière 7" — o. : Cette 
condition répond à lhypothése c = 
équation (XII). 

1 


Supposons d'abord c différent de zéro. Les équations du 2° ordre 





o, comme le montre la premiere 


(23) sont comprises dans la forme ambigüe: 


d’z 
de: | 2 (y + Le) e 


En revenant à la variable N, on a la transformée: 





i d?z . dz e : 2 FF I $E 
\ D REN: 
Done, d’apres (XII): 
N d’z DOS 2N Y dz sd 4 3yy 
7 Ê 2 49 7 ec — AS 2 
iv) dX? | Spem: = dX ZU 


Voiei done la conclusion: 

L'égalité (XUI) exprime la condition pour que les intégrales soient liées 
par une relation quadratiqne. Si Il west pas nul, on formera les deux 
équations du 2" ordre comprises: dans la formule (XIV); soient alors 2, une 
solution de l'une d'elles, et z, une solution de l'autre. On aura Y par la 
formule 


En ce cas, la courbe attachée est sur une surface du 2" degré, non conique; 
ou, en d'autres termes, la relation quadratique a son discriminant different 
de zéro. 

Supposons maintenant c nul. On a alors p par une quadrature, ce 
qui modifie l'expression de Y, et voici la conclusion: 


\ . Uu . . ^ ^ . ‘xr \ . 
Si W est nul, soient z, et 2, deux intégrales de l'équation (XIV), unique 


1 
en ce cas, ces intégrales étant distineles ow non. On aura trois intégrales 


Y par la formule 
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La courbe attachée est sur un cone du 2" deyré; la relation quadratique a 
son discriminant égal à zéro. 1 

Dans ma théorie des invariants différentiels, j'avais déjà trouvé l'équa- 
tion Y= o, pour celle des courbes tracées sur les cônes du 2° degré. 

Si M est nul, les équations simultanees (VIIT) exigent que N soit 
nul aussi. La seconde équation (VIII) résulte alors de la premiere, et À 
reste indéterminée. Done le systeme M — o, N — o caractérise le cas ou 
la courbe attachée est l'intersection commune d'une infinité de surfaces du 
2" degré. Ces équations se trouvent également dans ma théorie des in- 
variants différentiels. Pour ce cas, les formules finales sont en défaut; 
je reviendrai plus loin sur la solution qui s'y rapporte (n° 37). 

29. Si l'on calcule l'équation: de condition par la substitution de A 
dans la premiere relation (VII), on trouve le résultat suivant: 


(XV)  M(YN'—A4Y'N) — (var EC ra) — SS, +; 


2 





M*4 
7 


+ g (MS, — 2N)(6N — 7MS,) = o. 


Tous les termes sont des invariants qu'on peut aisément exprimer par 
les invariants fondamentaux: J au moyen de la formule (16), Met WV. 
au moyen de (IX), et les autres ainsi: 


VN' —4V'N = 97, + (ST, + $T) 
2 * 
C 2 : ne 
VM' ——V'M = 98, + 167, + XS : 
2 


Le coefficient du terme en 7, est, sauf un facteur numérique, lin- 
variant M. Dans l'équation (XIID, mise sous forme enticre, ce coefficient 
est M[®(2N — MS;) + 2249V'] Ainsi l'équation (XIII) est compliquée du 
facteur étranger ®(2N — MS,) + 2M" V*. 

A son tour, l'équation (XV) est compliquée du facteur V^, comme je 
vais le montrer maintenant. Mais il est impossible de faire disparaitre ce 
facteur en conservant l'expression au moyen des invariants fondamentaux. 
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30. Le procédé, que jai seulement indiqué au n? 4, tout en four- 
nissant l'équation de condition sous une forme illisible, pour ainsi dire, 
la donne cependant dégagée de tout facteur. C'est ce qu'avant tout nous 
allons reconnaitre. 
Prenant, pour point de départ, l'équation 


y + 6p,y" + 4pn,y + py — 0; 


posant z= y^, différentiant successivement et abrégeant l'écriture. par 


l'emploi des trois combinaisons 


Z —Z4Z"-Fó6p,z' + 4p,z + 2p,2 
7, — 2 - Ape = 
Z, 


= Z, + 39,2 + 109,8", 


3 


on trouve les équations ci-après: 
2 y 

, , 
a = 2yy 


2" — 2yy" JE ay 


(a) ur = 2yy" + 6y'y" 
(b) Z = 8yy" + 6y" + 12p,y° 2 : 
(c) te = 20y"y"" erc 2 Ap, y" + 4(3p: pm Sd Sp,)y” 


Z, = 20y"* — 126p,y"* — 144p,y'y" + 4(3p2' — 8ps + 5p, + op)”. 


En différentiant cette dernière, chassant y" par le moyen de l'équa- 


tion proposée, et yy", j'y", yy" par le moyen des équations (a), (b), (c), 
on obtient une nouvelle combinaison linéaire de z et de ses dérivées 


jusqu'au 7*"* ordre, Z,, dont l'expression a la forme: 
A 


Z, = ay" + Buy" + ry” 


3 
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Différentiant deux fois en se servant encore des équations (a), (b), (c), 


on obtient deux équations analogues 
r m2 D Add ta 
Auer NE Ad 


7 E m2 / LN 3s 2 

Zu Wy d M ode qoe 
Ici Z, et Z, sont linéaires par rapport à z et ses derivees jusqu'aux 
ordres 8 et 9 respectivement, 


ème 


Pour que 2 satisfasse à une équation linéaire du 9°" ordre seule- 


ment, la condition est manifestement 
(a, B, r,) MO 


Telle est la relation cherchée, dont le calcul serait encore assez pénible. 
Mais le poids du premier membre est mis en évidence. , En effet, chaque 
f a son poids supérieur d'une unité à la quantité « de méme indice, et 
chaque 7 de deux unités. En outre, les indices des 4 sont égaux a leurs 
poids. Le déterminant est ainsi du poids 15. Le premier membre de 
l'équation (XV) est du poids 24; la différence est précisément égale au 
poids du facteur V?, dont je vais prouver l'existence dans (XV). Ainsi 
léquation actuelle est dégagée de ce facteur. ; 

On observera, en outre, que les conditions pour l'existence d'une 


équation du $8^"* ordre en 2, sont: 
l 


Par conséquent, le systeme M — o, N= o doit concorder avec cet autre: 
(a,5,) = 0, (a,7,) = o. M et N ont les poids 8 et 12, tandis que (a,f,) 
et (a,7,) ont les poids 8 et 9.. Il y a done une combinaison des équa- 
tions M — o, N — o qui, contenant le facteur V, se réduit au poids 9. 
Cette circonstance, mise en évidence, facilite le calcul. 

31. En ordonnant suivant les puissances croissantes de V, on recon- 
nait que la combinaison 6N + (V’ 


par F. Introduisant cette combinaison, je pose 


. 





75;)M fournit un polynôme divisible 


6N +(V' — 78)M = R. 
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Pour condenser les formules, jemploie les lettres minuscules et j'écris 


simplement s, au lieu de s.. Jobtiens de la sorte: 








A I , i ^ f B 
NE — Ho — 49 +42 3 jy ne^ 
(XVI) 4 
n 1 (v' s" Se a s—v')p Anu DUNT ] 
5 ———— (PS SIO IS Allies NAS ee 2 Al ARS a 
ER, ( / a| 354 BU AN )] 
ES me 3 


Il est à remarquer que, d'aprés la formule (X), R est le numérateur de 


A; et Von a: 


À = =. 
M 
jac. ON AN f CS 
L'équation (XV) a été obtenue en mettant l'expression yap a lieu de 2, 


dans la premiere relation (VIII). Cette opération a exigé la multiplication 
> 


- : ‘ : m vf 3 \ : 
par V?. En mettant, pour 4, l'expression réduite ap Om n'aura à multi- 


plier que par le seul facteur V, provenant de ce que A et B contiennent 
ce facteur en dénominateur. Done déjà le premier membre de (XV) 
contient un facteur V. 

En second lieu, cette multiplieation par V est superflue; effectivement 


2 


mm : : x TOES À 
l'équation où l'on substitue y ? À est la suivante 


an” gor or 
La substitution donne 
(XVII) M(R's- AR + BM) — R(M' + E) — 0. 
D'ailleurs les expressions de A et B sont les suivantes 
Dui de, 
(XVII) ! 





36 
FRE 78' — q") — z— pv. 
2 7 (7 ) 351 2 
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En les comparant au premier terme de chacune des expressions (XVI), 
on voit que, dans V(AR + BM), le terme indépendant de v disparait. 
Done la multiplication par V est superflue, et l'équation (XV) contient 
un second facteur V. 

Enfin le résultat de la substitution contient lui-même le facteur v. 
Effectivement, en ne prenant que le premier terme, on trouve: 


I 








Jii de AR + BM = — = — (v" oe 78'\(4v" is 7s") X ru 
AT, 
MERE — 7 (' — 48)(4v" — 78) +... 


De la résulte, d'aprés (XVI), que le premier terme disparait dans la 
combinaison (XVII). 

Il est done établi que le premier membre de l'équation (XV) contient 
le facteur V?. D'ailleurs, il n'y a pas à chercher d'autre facteur étranger: 
en effet, le coefficient de P est réduit maintenant à M, dans l'équation 
débarrassée du facteur V?. Ce coefficient est indécomposable et ne peut 
disparaitre. 

32. Nous avons été conduits à cette théorie des équations réductibles 
au type (24) par l'exemple (7), rencontré au n? 6 de ce mémoire. Ainsi, 


dans la catégorie générale comprenant les équations (à variable indépen- 


o 
D 


dante 2) 
(25) y" + ap@)y" + bp'(o)y' + [ep"(w) + d]y = o, 


figure, en premier lieu, le type 
(26) y" — 2ep(u)y" — 3ep’(w)y’ + [d — ep”(u)]y — o, 
comme étant explicitement sous la forme (24). 

Je vais chercher, dans la catégorie (25), les équations qui, sans être 
du type (26), sont réductibles à la forme (24) En d'autres termes, le 
type (26) exclu, je vais chercher, parmi-les équations (25), celles dont 
les intégrales sont liées par une relation quadratique. 
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Au lieu d'introduire explicitement les coefficients de (25), je prends 
pour inconnues des coefficients qui en dépendent, et je pose: 


p, = 35aplu), v= bp) s; = cp'(u) + dg,. 


D’après les expressions (5) et (15) de v et de s;, ces données entrainent, 
pour l'équation (25), les coefficients suivants: 





10 Go à 63e 
— 3.7 po —b + 3a + S«) uide (20 4E Ba") 9, 
d. - 
33. Dans les formules qui vont suivre, j'écrirai simplement p, p^, . . 
au lieu de p(w), p'(u), 
Aw moyen des relations 
PH m 2 I wr $4 1V 12 ” 
pho 6p? — 4. PY = x2pp Pomp BWP, Ser): 


on tire facilement des formules (XVI) les résultats suivants: 


M = (ap" + Bo)" + A0) + HPP” 











' z ‘ 

RR rlap à) RUE 1 
Les coefficients a, f, ... sont ainsi déterminés: . 

4c — b 2d b—e E d b — 7c + 63ab 
Be, je, due - Br = DE à 
6 / 3 ? 1 3 Lind | B ? 7 
b [3 
Paie = b(a + 4b) c e—7 





b € 
m EA (4 — as oad) . 
/ 


La forme ci-dessus des expressions de M et R pouvait étre prévue 
par raison d'homogénéité. En considérant p, p^, p^, ... comme des poids 
2, 3, 4 et 9,, 9, comme des poids 4, 6, on devait trouver pour M et R 
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des quantités homogènes, ayant les poids 8 et 9. Chaque quantité de 
poids impair doit contenir le facteur p'; et c'est ce qui a lieu pour À. 
Sans effectuer les calculs, nous allons prévoir la forme des quantités 
qu'il reste à considérer. 
La combinaison M(R’ + AR + BM) — R(M' + R) doit contenir le 


facteur v, par suite le facteur p'. Comme À contient ce facteur, il s'ensuit 
: : : I 
que RM + AR + BM le contient aussi. Le quotient PE + AR + BM) 
est du poids 7, par suite contient encore le facteur p’. On a done 
ps Ut + AR + BM) = ap" + Bd 


On aura aussi 


— pL + B) = (s + Bg) + TP” 


Avec ces diverses expressions, on a pour l'équation de condition: 


(ap” + 8.) lm P" + B9.) s pP" + 8,9.) + rp p^ + 892) 
(28) + nip + An) rap" + 89.) wap" + 80,)]pp^ 
| I a iQ: 


A propos des coefficients que je n'ai pas calculés jusqu'à présent, je ferai 
: : I ; 3 
une simple observation: dans — = Qu + H) le terme en p'? provient de 


0 


I . 
deux sources: 1° du terme analogue dans de 2° du dernier terme 


de M différentié. Par conséquent, on a: 
(29) if RE N + (fe. um o. 


L'équation (28) doit avoir lieu identiquement. Je l'ai partagée en trois 
lignes. Si les modules 9, et g, sont tous deux différents de. Zéro, ce 
que je suppose, chacune des trois lignes doit étre nulle séparément, comme 
on le voit sans peine. Done l’un des coefficients 7, 7, doit+étre nul. 


Done deux categories de solutions à rechercher. 
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34. L'hypothèse 7 = o conduit à deux solutions dans lesquelles R 
est identiquement zéro. L'une d'elles s'obtient par les seules suppositions 
do, 7-0. En effet,«lapres (XVII), on a: 


s 2(up" + fg.) T 
/ (30) A> Se en B= — E 


Les quantités D, R étant nulles, l'équation de condition (XVII) est satis- 
faite. d'elle-méme. | 

Cette solution, qui laisse subsister deux arbitraires, nous conduit à 
l'équation (26), déjà connue, comme cela était évident. En effet, la 
circonstance À? — o, non accompagnée de M — o, montre que À est nul, 
- et que, par conséquent, aucune transformation n'est nécessaire pour mettre 


l'équation sous la forme cherchée (24). 


En fait, les équations y = o, + = o donnent 
7 all 63a 
em en 
et, par suite, les formules (27) entrainent, en posant 3.5.74 = — e, 
à— —26, b=—3e, ¢= —e, 
LÀ 
comme il le fallait vérifier. TE 


35. La‘ seconde solution est fournie par les hypotheses 
r=9%, q—0, Bß=0, p, —0: 
En ce cas, R et M sont tous deux nuls, et, par suite N est nul 
aussi. Comme je l'ai observé déja (n° 28), c'est le cas ou la courbe 
attachée à l'équation est l'intersection complete de deux surfaces du 2° 


degré. Tous les coefficients sont ici déterminés: 





55?) 2 2 


Les équations (27) conduisent ainsi à l'équation 


\ if I PP IS "( , RE suy "nf 
(3). Wr" —2r()y + 350 — +P" | =o. 





A cette équation est attachée la courbe biquadratique. (') 





() Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires, pages 109 et 137. 
+ ! 
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Je vais achever l'application des caleuls à cette équation (31). On 
a déjà observé (n° 28) que Vinconnue 2, en ce cas spécial, reste indéter- 
minée. Elle est fournie par la seule équation 


À —} + 41+B—o, 
qui devient 


p^ + 4p = Bp 


- 


. , JE p \ mH , . . 
si l'on fait A= —*. Or, d’après (30), cette dernière équation devient: 
n 


Bu + Pon, 


dont nous avons déja empioye l'intégrale générale au n? r3. Crest 


Revenant à l'équation (II), nous avons 


- oe 
X 49" =. 6p, Eis 5B— 22% = er) — 3 (4) 


quie ARE (2) 


La méthode générale consiste à trouver c^p' par l'équation (VII); mais, 


pour simplifier le caleul, on observe qu'ayant 


on a p à un coefficient numérique prés; c'est l'inverse de p. L’&quation 
(VII) sert à déterminer ce coefficient comme il suit. ; 
Si l'on donne à w une valeur qui rende A infini, la partie principale 
2/cX2 
de cy', d'après (VID), est la méme que celle de (3) (:) 2°. Ainsi cus 
10) X2 


so 


: Wer. 543 . ASE ; 
devient infini comme PS A cet infini correspond un zéro de p ou un 
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N 


infini, et le résidu + ı pour À Done pvc a le résidu + 1. D'après 
cette observation, on pourra mettre ca? sous la forme suivante, où w 
désigne un argument arbitraire: 





ius . € d I 
Ecrivons l'expression de gw” sous une autre forme, en remplaçant = p (x) 
32 


pare Il vient ainsi: 


1 


Nous avons, en conséquence, pour l'équation du 2" ordre cherchée: 


= u ,[" = 
le l 5 dà aL (2) 
d'z , da d 3 2 2 
2 + J 


ue du. San en MET ES ET 
r6) = (5) 


formule ou À a la valeur suivante: 





LAND 

[927 
to 

Dr 


t3 


LS 
EE 
| 
T 
+ 
HO ILE 
— 
EE 
EE 
D | = 
— 





mn) 
Oe 
O3 


36. Pour intégrer l'équation (32), changeons les variables. Prenons 


^ . . w . 
4; en méme temps, introduisons — au lieu 


I 
2 


pour variable indépendante 
de w: 


Ww — 20, w= 2f. 
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Soient aussi: \ 
» pin) | 
j) = =; = . 
[p (a) — pt” | 
see 
CIE 40 da 
l 
2 — ©! CG 


= 


et prenons f pour nouvelle inconnue. La transformée est l'équation 


suivante: 





are uw D d’o 3 ; |? 
E» + re (8) í 


da 


Le coefficient de & étant développé, devient: 











HR P GA) Par) + Pa _ 3 uou 
GS El —— = = EET = a 3). 
g AE pa) — PA ^ [p«) — pi | „Pi + À) 
Ainsi la transformée n'est autre que x 
are Bre hs 
dat ci ale HS | 


c'est à dire, sauf le changement de a en a + f, la méme équation que 
nous avons déja rencontrée deux fois Son intégrale est 


c= yt rn [a + bp ("2") |. 


Par suite, l'intégrale générale de (32) est: 








ME ee | 


2 (4 | ‘ 
K 4 
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Prenant deux valeurs de z qui répondent à des signes opposés de w, les 
3 


multipliant entre elles et par le facteur y ^, on a l'intégrale y de 
l'équation (31) sous la forme: 











re =| 4 + =) 
fi 4 d 2 
u + w u — Y 
ue je 4 | 


Le second facteur est susceptible d’une transformation remarquable qui 





laisse apercevoir sa nature rationnelle; on a, en effet: 











ecg | 


L'expression de y peut done s’ecrire: 





2 en a 


+ ee] 


Cette formule, où w est arbitraire, ne gagne pas en généralité à ce qu'on 





y laisse cette arbitraire subsister. Un facile examen permet de la réduire 


1 u , fu „fe 
7 | + bp (“) +=) ip 4 x p al 


à la forme suivante: 





Telle est la solution de l'équation (31). 
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L'arbitraire w correspond à chacune des surfaces du 2° degré passant 
par la eourbe biquadratique. Quatre de ces surfaces se réduisent à des 
cônes. On retrouve cette circonstance dans, l'équation (32), qui cesse 
d’etre ambigüe quand w est une période. 

37. Toute équation, pour laquelle les invariants M et N sont nuls, 
. ' ; 3 d - ; NU. 
est une transformée de (31). Pour avoir la solution d'une telle équation, 
il n’y a donc qu'à trouver les variables x et y en fonction de X et Y. 


On y arrive aisément par le caleul des invariants absolus dans (31). 
D'aprés les valeurs de 6, ¢ (n° 35), on a, pour l'équation (31): 
I I 
v= — SP W), = — Er b" (u) 


Il en resulte: 


on en peut tirer #,, et en conclure: 


2 12 
2) 


at; +28 == PP" = 


En considérant les deux invariants absolus suivants 2, 4: 





18v I 
12 = 
; cane Ok 
7 Y 
(35) 
5, (^ a =) 
a T 25; 
oe LO "2 = 0 
3 v ki 
on trouve ainsi: 
0 p Cu) 0 poop Qo 


4, Pu) 
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Il en résulte les formules suivantes: 


2 
, o| 6 oa 0 et =| 


= 2 
I == 


43 2 
Ur 





(36) 


Is 2, 





er GONG 17g) cec 


2 


En conséquence: pour une équation dans laquelle les invariants (IX) M et 
N sont nuls, Vintégrale générale est une fonction algébrique des coefficients 
et sa representation par les fonctions elliptiques s'obtient ainsi: 

Au moyen des invariants absolus (35) on calcule par les formules (36) 
le module et l'argument; et l'on a pour l'intégrale générale 


Y = (7) Y, 


où y est donné par la formule (34). Dans cet énoncé, l'équation est supposée 
privée de son second terme. 1 
38. J'ai (n? 33) partagé les systèmes de constantes a, b, c, d qui 


to] 09 





rendent identique l'équation (28), en deux groupes: ceux qui font évanouir 
p, et ceux qui font évanouir ;,. Dans le premier de ces groupes, nous 
venons d'étudier deux cas. Une discussion facile fait reconnaitre que ce 
groupe ne contient aucun autre systeme favorable.  J'omets ici cette 
discussion, pour abréger, à cause de son résultat négatif; j'examine 
maintenant l'hypothèse 7, = o. 

L'égalité (29) donne ici ; = — 7,. Donc lévanouissement des termes 
composant la seconde ligne de (28) exige les conditions 


(37) a, = 4, B. = Ba; 


puis l'évanouissement de la première ligne exige la condition double: 


2:5 I 
EP st Pd. 0 WD zp? m o (or in 4) + P4. 
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Les conditions sont donc, outre (37), les suivantes: 
(38) lan Or Sam an ehr 


Mais je vais montrer que les conditions (37) sont comprises dans les rela- 
tions (38). A cet effet, je forme, pour ce cas, léquation (28) par un 
caleul direct, en substituant A dans la relation 


Rav tA Bo 


D'aprés (38) les valeurs de M et R (n° 33) donnent, pour A, une 


expression tres-simplifiée: 


En tenant compte des expressions (30) de A et D, on a ainsi: 
7 I [23 " 
X—V+ A+ B= ur; — 2(ap" + Bg,) + 4cp’]. 


À cause de (38), la parenthèse peut s'écrire 
bp" — 2(ap" +9) + AP" € Fig), 


et se réduit à zero, d'après les valeurs de a, a,, f, B (n° 33). Il est 
done établi que les trois conditions (38) suffisent. Elles laissent subsister 
une arbitraire b, et donnent: 


D 2b(b 
a=—4(0+5), ae a, 
2 7 


En employant les formules (27), et désignant 50 + 1 par ER on a, 


de la sorte, l'équation suivante: 
(39) y" — 4(n? +n + 3)pQoy" — 1on(n + 1)p(u)y' + 39,9 = 0. 


Voici done une nouvelle équation dont les intégrales sont liées par une rela- 
tion quadratique. La constante n est arbitraire. 
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39. En achevant les calculs, nous allons trouver les équations du 
2* ordre auxquelles se raméne l'équation (39). 
La relation II (n°.26) nous donne ici: 


gu? = (n + 2)(n — 1)p(u) — aaa. 





D'aprés la valeur de A, a ne differe de que par un coefficient 


I 
plu) 
constant. Nous déterminons ce coefficient au moyen de la relation (VID), 
comme nous l'avons fait, dans un cas analogue, au n° 36, et nous trouvons 





2 3 9; 
Wil == E er 
4 p (wu) 
Nous parvenons ainsi à l'équation ambigüe: . 











aia pP(u)dz — | * Sy, 5 3 | 2 
du? 25 p(u) mI (n E 2n Ni X (u) — $4. a 3 2s p)" 


lei nous distinguerons les équations données par les deux signes Pour 
le signe +, nous changerons de variable en posant / 





u 





mp "(W). 


La transformée n'est autre que l'équation de Lams: 





d^z 
(40) auc Nm 1)p(u)7. 
Pour l'équation au signe —, en appelant z, l'inconnue, nous ferons 
2 , I 1 ? 
Ae ijt al 
PTE Cp(w) , 


et voici la transformée: 


> 9 
UG dc 


(41) p(u) 5 — pw) = = [ne + np) + 49, [6 


du 


On aura, d'autre part, 


3 3 1 
2 lez Æ 
$-. 


y = ui Pas, = plop) y PE = 7 
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Done l'équation (39) a pour intégrales les produits des intégrales des 
équations (40) et (41) entre elles. 

40. Parmi les cas où l'on peut intégrer les. équations (40) et (41), 
jen veux d’abord signaler à part le plus intéressant, qui présente un 


caractère sineulier. C'est celui où l'on suppose » — —.  L'équation (40 
Le] 5 , 


2 


nous lavons déjà dit, a l'intégrale générale 


Quant à l'équation 1), son integrale que nous vérifierons plus loin 
M | 5 


(n° 48), est: 
Eee sure) tale) + 5 


qui suffit seule à trouver toutes les autres. En effet, la double périodicité 
des coefficients, dans l'équation (39), montre qu'en ajoutant des périodes 
à une intégrale, on reproduit encore une intégrale. 

L'homogénéité de l'équation (39) permet, par le changement de w 
en cu, de supposer 


p(w) = —*4* 4 


3 sn? wu’ 





Sur les invariants des équations différentielles linéaires du quatrième ordre. 373 


L'addition des périodes, dans l'intégrale ci-dessus, donne alors l'intégrale 
I 


générale de (39), pour n = —, sous la forme: (’) 


BL Bsn° 7 + Con’ + Dan*~ 





Ui == 
U U U 

sn’— cn’—dn’— 

2 2 2 


Les intégrales sont proportionnelles à quatre polynómes, du 4*"* degré 


par rapport à la variable "(i Ainsi la courbe attachée à l'équation 


(39), pour n — =. est la courbe gauche unicursale du 4" degré. Cette 


courbe est, on le sait, lintersection d'une surface du 2° degré et d'une 
surface du 3'"* degré, qui ont en commun deux droites ne se rencontrant 


v OM EUN : aL 
pas. La dernière forme de l'intégrale, si l'on fait sn’— = ¢, donne 


Ya Ya Ys y, 


SNC ONERE I e gu LOC 





et met en évidence les quatre plans osculateurs stationnaires. 
AT. Voici maintenant, sur la méme équation, une derniere remarque. 


En faisant n = 


, nous voyons qu'elle s’écrit: 


1 
2 


nV 


11 I , / ; 
y^ — 15p(u)ÿy" — "2 py + 39,y o. 
C'est un cas de l'équation 


y" — 4gy" — 2g'y' + cy — o, 











(*) L’equation (39) est un cas particulier d'une équation intégrée dans mon mémoire 
sur la reduction des équations différentielles (page 274 et suivantes). Malheureusement, 
une faute, dans le calcul des coefficients de cette équation (en haut de la page 274), 
faute qu'il est aisé de corriger, masque la coincidence de l'équation (39) avec celle qui se 
reneontre dans le mémoire cité. 
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envisagée au n° 25, adjointe de l'équation type (24). Ainsi l'équation 
actuelle est l’adjointe de l'équation (24), ou l'on prend 


15 
g = — pu), Gu oM 
dr 39, 


D’apres le n? 25, considerons les équations 














et'nous aurons y = gd" — bg’. 
Déja, au n° 22, nous avons indiqué les intégrales ¢ et ¢. En les 


employant, nous retrouverons l'intégrale y. C'est un calcul facile sur 
lequel je ne veux pas insister, On remarquera cette conséquence géomé- 
trique: la développable, dont l'aréte de rebroussement est la courbe unicursale 
du 4"* degré, est circonscrite à une surface du 2" degré. On n'aurait qu'à 
achever le calcul précédent pour trouver l'équation de cette seconde sur- 
face, différente, bien entendu, de celle sur laquelle se trouve la courbe 
elle-méme. | 

42. Voici un second cas de l'équation (39) qui mérite une mention 


spéciale; c'est le cas » = 1. L'équation est alors: 


IV 


y" — 20p(u)y” — 20p' (y + 39,9 = 0. 


L'invariant v est nul Par conséquent, c'est une transformée d'équation 
à coefficients constants. 

Effectivement, les formules du n? 39 donnent ici, en supposant € = 1, 
ce qui est permis: 








de. bi fa = Sh Js 
NN IDs DR 
5 
MEL os 


En employant la variable x, qui attribue aux équations du second ordre 
la forme primitive, on a: 


da | V39, d’z * ( 


du 2p(u)? dz* — 
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gs da - f du 
Ys .. Z4 pen; 


on a, pour l'équation au sigue +, les intégrales e 


Ainsi, en posant 








+a 


; et, pour l'équation 
au signe —, les intégrales e*”. 
Par suite, les intéerales y sont 


y = p'(u)[ae ^" + be“ + ce + de], 


proportionnelles comme on voit, à quatre puissances consécutives d'une 
méme quantité e’“.  L'équation est done un cas particulier de l'équation 
I3). Effectivement, c'est un cas de lexemple cité au n? 12. 
Ó , ro) 
La quadrature, par laquelle s'obtient a, peut étre effectuée comme 
1 DA ; 
il suit. 
En employant les notations usuelles 


L d* 
plu) = — lu) = — dus log G(w), 


on a la formule fondamentale: 


Ip(w)—p(w) . 


2 p(u)— pw) — 





u + w) — Au) — Aw). 
Supposant p(w) = o, ce qui entraine p'(w) — + iVg,, on en déduit 


ei Ma f =. pee ta + w) "n 
Tol p(w) P^ p(u)26(w) 


Les deux signes de a correspondent aux deux signes de w. On déduit 
de là une nouvelle forme des integrales z, et d’apres les notations du 


o 
n° 39, 


: u, Su + w) 
— usw) 
(42) 7 e G(u) ? 





our intégrale de l'équation (40), savoir 
o ) 


dq» 
= = 2p(u)n. 
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On retrouve bien ainsi l'intégrale de ce cas particulier de l'équation de 
LaME sous la forme habituelle d'une fonction doublement périodique de 
seconde espèce, forme adoptée par M. Hermrre. 

L'équation (41), pour ce cas » = 1, est en méme temps intégrée. 
Ainsi l'équation : 


2* ihe I 
> EEE 2 2 
FO) p — F3 = (zr (€) + 29, | $ 
a les deux intégrales 7? 
racine de p(w) o 2 ; 
43. Mentionnons encore, pour l'équation (39), le cas # — o, dans 


, obtenues en mettant dans (42), l'une ou l'autre 


lequel l'équation (41) présente une circonstance curieuse. C'est 


d£ dc 


: ! I 
pu) de P du £45 


En différentiant aux deux membres, on obtient, par disparition du facteur 
plu), le résultat suivant: 


La dérivée de ¢ est ainsi l'intégrale d'une équation de Lame. L'intégrale 
de cette équation se présentant d'elle-méme sous la forme d'une dérivée, 
on a immédiatement & 





p'@v) PA 
TAE ou + w) "m 2P(w) + Zu )| u 
We) : i 
l'argument w étant l'une ou l'autre racine de p(w) = —.(?) Soient 


9, 
¢ et & les deux fonctions comprises dans cette formule, on a, pour 
l'équation ? 


y" — 12p(u)y" + 39,9 = 0, 


les intégrales -¢, &, ug, ug. 





(*) Mémoire sur la réduction des équations différentielles (page 99). 
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44. L’equation (40) est intégrable quand n est un nombre entier. 
Il en est tout autant de l'équation (41). Effectivement ses points singuliers 
s’obtiennent quand w est une période, ou bien une racine de p(w). Les 
racines de p(w) ne fournissent pas de point singulier pour l'équation (40), 
ni pour l'équation (39); comme on a d'ailleurs y — 7$, M en résulte que 
© reste uniforme aux environs d'une telle racine. D'autre part, quand 
u est une période, l'équation caractéristique de (41) a les racines n et 
— (n + 1), dont la différence est impaire. Comme les coefficients de 
E et de £ sont des fonctions paires et celui de = 


la différence impaire des deux racines n’entraine aucune condition sub- 





une fonction impaire, 


sidiaire pour l'existence d'intégrales appartenant à des exposants égaux 

à ces racines. Done les intégrales de l'équation (41 sont des fonctions 

uniformes de la variable w, et l'on pourra, pour chaque valeur entiere 

de n, les trouver par une méthode analogue a celle de l'équation de Lame. 
En conséquence, l'équation (39), que je transcris ici, 


y^ — 4(n* + n + 3)p()y" — ron(n + "1)p'(u)y' + 39,y = 0 


a son intégrale uniforme, partant est intégrable, quand n est un nombre entier. 

Ce résultat mérite d'étre remarqué, pour la raison suivante. Au 
point singulier, l'équation caractéristique a les racines o, 6 et + (2n + 1). 
Les différences paires, d'aprés la forme de l'équation, n'impliquent des 
intégrales appartenant à des exposants égaux aux racines que sous le 
bénéfice d'une condition subsidiaire. Or on n'a aucun moyen direct, ce 
me semble, de vérifier cette condition à l'égard des deux derniéres racines 
dont la différence est 4» + 2, tandis que, par l'analyse précédente, on 
est assuré de l'existence de ces intégrales. 

45. J'ai terminé l'examen des applications que j'avais en vue de 
traiter ici; il ne me reste, pour finir ce mémoire, qu'à expliquer comment 
sintegrent deux équations du 2° ordre, rencontrées dans le cours de ce 
travail, et dont j'ai supposé connues les intégrales. 

L'équation de Lame 


(43) DE [n(v + 1)p(u) + a]z 


s'intègre par les fonctions elliptiques de seconde espéce dans le cas où 


Acta mathematica. 3. Imprimé 12 Novembre 1883. 48 


978 G. H. Halphen. 


n est un nombre entier, quelle que soit: d'ailleurs larbitraire «. Elle 

a donné lieu, pour ce cas, à des études dues à M. Hermirr. Mais, en 

outre, elle est intégrable aussi quand n est la moitié d'un nombre entier, 

pourvu que la constante «a. soit convenablement choisie. Dans un tel cas, 

lintéerale est, en quelque sorte, plus simple qu'au cas précédent: c'est 
o | | ? ? 
c 


TS \ 1 J 5 at 
au facteur p'|— res, un polynóme entier de la variable PAGE 
5 ] poty 2 


polynóme contient une constante arbitraire, et son degré est égal à 2m. 
Deux cas de cette proposition ont été utilisés dans le mémoire actuel; 


ce sont les cas n = — et n = Je vais établir ici, à nouveau, ce ré- 


© [o2 


sultat qui se trouve d'ailleurs prouvé différemment dans mon mémoire 
sur la réduction des équations différentielles. 

46. Soient: m un nombre entier, a, 6, c des constantes données, et 
A, D, C, P quatre polynómes inconnus, tous quatre du degré m — 1 par 
rapport à une variable x. Pour fixer les idées, nous supposerons, dans 
chacun des polynömes, le coefficient unité pour le terme en 4". On 
peut généralement trouver'ces quatre polynómes de telle sorte que P, 
(x — a)" A, (r — b)" B, (x — c)"C, soient liés par deux relations linéaires 
homogènes. 

Effectivement, c’est là un probleme determine, les quatre polynómes 
et les quatre constantes des deux relations linéaires fournissant 4m in- 
connues, tandis que les deux relations linéaires fournissent 4m équations. 

Etant liés par deux relations linéaires, les quatre polynömes jet 
^m 


vale (a = b) 


(r — a)" D, (r — c)"C sont les intégrales d'une équation 
différentielle linéaire du second ordre. Soient z, 6 deux quelconques de 


ces polynómes; l'équation a la forme 
for gr Dr! 
(a )y" — (ug^)y + (x B')y = o. | 


En prenant pour « le polynôme P, on voit que les degrés des coefficients 
sont, dans leur ordre respectif, 3m — 3, 3m — 4, 3m — 5. Si f est le 


polynôme (r — «)"A, la racine a est multiple, dans ces polynömes, aux 
ordres respectifs (m — 1), (m — 2), (m — 2). Qomme on peut prendre, 
au lieu de (r — a)"A, chacun des deux autres polynómes analogues, la 


méme conclusion subsiste pour b et c. Soit done 


f(x) = (x — a)(r — b)(a — €) 


aa o———————PÓÓ 
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les trois coefficients contiennent respectivement le facteur f(x) avec les 
exposants (m — 1), (m — 2), (m — 2). Le facteur commun supprimé, 
on volt que le premier coefficient est f(x). Le second coefficient, 
avant la suppression du facteur, était la dérivée du premier, changée 
de signe; il se réduit donc maintenant à — (m — 1i)f'(z). Le dernier 
coefficient est du premier degré, et peut s’ecrire, on le voit aisément, 
(2m — r)(m — I) 
6 
immédiatement connue. Ainsi: 





f(x) + f, ou (8 est une constante dont la valeur n'est pas 


seme 


f(x) étant "un polynôme du 3°" degré, on peut choisir la constante de 
telle manière que l'équation 


2m — I)(m — I) 





f j n f NT ( "rH f 23 
(44) f(z)y" — (m — Uf'(x)y + | f" (c). + Ply =o 


6 


ait pour intégrale générale un polynôme entier. 


Cette intégrale est du degré (2m — 1); un de ses cas particuliers se 
réduit au degré (m — 1). Cette intégrale particulière peut servir à 


déterminer f. 

Effectivement l'équation différentielle fournit une relation récurrente, 
à quatre termes, entre les coefficients de lintéerale. En formant cette 
relation, on trouvera aisément que l'existence d'une solution, du degré 
(m — 1), conduit à une équation de condition. Cette équation est, par 
rapport à linconnue. f£, du degré m. — Ainsi la constante B est donnée par 
une équation du m” degré. 

On peut remarquer comment l'intervention de l'équation différentielle 
vient éclairer la solution du probléme d'algébre, posé au début. Voici, 
en effet, la conclusion: les coefficients des polynômes inconnus A, DB, C, P 
sont fonctions entieres de la racine d'une équation de degré m. 

47. L'équation de Lame (43), où l'on suppose n égal à la moitié 
d'un nombre entier, se réduit à la forme (44), par un changement des 
variables. 

Soient, dans l'équation (43), 


- 
^ 
j 
= 


TAA 





Pr C * : Bade + x ^i 2 iV , E 
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"S 
En faisant usage de la formule de duplication: 





po) = ! as — (2), 







on trouvera, pour la transformée: 
(425 — 9,2 — g,)y" — (m — 1)(122°— g,)y' + 4[(2m — 1)(m — 1)2 — a]y 
C'est précisément la forme (44) Done l'équation (43), où m est la E à D 
dun nombre entier, E (»—i) ‚ a pour intégrale générale le produit à de 
p EN par un polynöme entier en p (5). 54 degré (2m — 1). Um 
particulier de ce polynöme se réduit au degré (m — 1). La constante a w 


pas arbitraire; c'est la racine d'une équation de degré m. | 
Pour m — 1, il est manifeste que a doit étre nulle. La transform 





est y" — o. Pour m — 2, lé calcul est tres-simple, et mene au résul 
que nous avons appliqué au n? 22; la constante a est + Vt 
pas lieu d'examiner ici d'autres cas. ; 
48. Jai utilisé (n° 40) l'intégrale de l'équation 
du. y a LR ME 
re) gas — Fae = On 20. € 


On peut la vérifier facilement ainsi. Posant 


= we) 


on obtient la transformée: 


3 
2 


2 I 144 ’ Dt Y 4 M s 
(^ + Sgn? + 2950 + sto — 2( 20" + iss n) + (62? — <0, y= o, 


dont l'intégrale générale est 


y= a(n’ + ia — 9, +b (2° + 1^] 
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